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1. Wiederholung und Motivation

Okonometrische Modelle, die in Methoden der Okonometrie betrachtet wurden:
e Multiples lineares Regressionsmodell
e Dynamisches Regressionsmodell
Betrachtete Schatzmethoden:
o KQ-Schatzer
o GLS-Schatzer
e FGLS-Schatzer

o KQ-Schatzer mit heteroskedastierobusten Standardfehlern



Fortgeschrittene Okonometrie — 1.1. Wiederholung — U Regensburg — 30.04.2022 — 2

1.1. Wiederholung

e Multiples lineares Regressionsmodell mit streng exogenen Regressoren
y =XB8+u (1.1)
— Annahmen fiir Unverzerrtheit und Schatzvarianz des KQ-/GLS-Schitzers

*+ (B1) Korrekt spezifiziertes Modell
Der DGP ist fir 3 = 3, im multiplen linearen Regressionsmodell (1.1)

enthalten.
x+ (B2a): E(u|X) =0 Regressoren streng exogen und
x+ (B2b): Var(u|X) = o1 Fehler homoskedastisch oder

x (B2b’) Var(u|X) = Q), Q Diagonalmatrix Fehler heteroskedastisch.

+ (B3) Keine perfekte Kollinearitat
X (bzw. X?X) hat vollen Rang.

Siehe Annahmen (B1), (B2), (B3) in Methoden der Okonometrie, Abschnitt 9.4 Die Effizienz unver-

zerrter Schatzer bzw. Annahme (B2’) in Abschnitt 14.1 Verallgemeinerter Kleinst-Quadrate-Schatzer.
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— Zusatzliche Annahme fir exakte Inferenz

+ (B4) Multivariat normalverteilte Fehler gegeben X

u/X ~ N(0,0°1),

wobei fiir die Fehlervarianz des DGPs 0% = o} gilt. Vgl. zur Schreibweise

( , Section 2.4.1). Oder
x+ (B4’) u|X ~ N(0, Q).
— Zusatzliche Annahme fiir asymptotische Inferenz

* (A1) plim, . (XTTX) = Sxrx und Sxrx hat vollen Rang und
(entspricht : . Gleichungen (3.17) bzw. (4.49)) oder

* (A1’) plim n_m%XTQ_lX = Sxro-1x; Sxrq-1x hat vollen Rang.

* (A3) %XTu L W~ N (0,08Sxrx) oder

w XTO-1ly d
% (A3 ) X \&’/25 > N (0, SXTQ_1X> . Oder
* (B5) Es liegt eine Zufallsstichprobe vor.
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Siehe Annahme (B4) in Methoden der Okonometrie, Abschnitt 11.1 Exakte Verteilung des KQ-Schatzers,
Annahme (A1) in Abschnitt 9.2 Konsistenz des KQ-Schatzers, bzw. Abschnitt 11.2 Asymptotische Verteilung
des KQ-Schatzers fiir Annahme (A3) bzw. (B2) plus Annahme einer Zufallsstichprobe. Siehe Abschnitt 14.1
Verallgemeinerter Kleinst-Quadrate-Schatzer fiir (B4’), (A1’) und (A3’).

e Dynamisches Regressionsmodell : vgl. Methoden der Okonometrie, Abschnitt 13.4 Dy-
y

namische lineare Regressionsmodelle

v = dyv + 2:00 +72; 101+ +72;,,0,+ Y10 + =0+ YppQpy + Uy,
Y = Xt,B + Uy (12&)

Beachte: In einem dynamischen Regressionsmodell bezeichnet der Index ¢ die Zeit

und ist damit geordnet. Letzteres ist in einem Modell fiir Querschnittsdaten nicht
der Fall.
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e Informationsmengen fiir dynamische Regressionsmodelle:

— ();: Die Menge €); bezeichnet die Menge aller potentiell erklarenden Va-
riablen, die zur Spezifikation eines Modells fiir die endogene Variable y; als

kausale Variablen in Frage kommen.
Mogliche Variablen in €):

x deterministische Variablen, zusammengefasst im Zeilenvektor d;: Konstan-
te, Zeittrend, Saisondummies, etc.,

* verzogerte abhangige Variablen y;_;, 7 > 0,

* kontemporare Variablen Z; € ), so dass E(u;|€);) = 0 gilt, also die Varia-
blen Z; beziiglich des Fehlers u; vorherbestimmt sind.

(# Dies entspricht der Voraussetzung, dass die kontemporéren Variablen Z; schwach exogen

beziiglich 3, 0% sind, siehe ( , Sections 5.3.1, 7.1.1).)
* verzogerte Zy, also Z;_;,7 > 0,
* (fast) jede Funktion der genannten Variablen.

— 7;: Die Menge aller erklarenden Variablen, die zur Spezifikation eines Modells
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fiir die endogene Variable 1; tatsachlich verwendet werden, wird mit Z; € ()
bezeichnet.

Siche Methoden der Okonometrie, Abschnitte 5.2 Spezifikation Gkonometrischer Modelle und 13. Modelle

fiir multivariate Zeitreihen.
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— Annahmen fiir asymptotische Schatzeigenschaften des KQ-Schatzers fiir (1.2)
% (C1) <= Annahme (B1): Der DGP ist fiir 3 = 3, in (1.2a) enthalten.

(C2a) Regressoren vorherbestimmt
E(u|$2) =0,
¥ (C2): |l ~ (0,0%) <= (C2b) Bedingte Homoskedastie der Fehler
E(uf|) = 0 = E(w),

wobei fiir die Fehlervarianz des DGP ¢ = 07 gilt.

% (C3) <= Annahme (A1)

1 < 1 <
plim — E X!/ X, = lim — E E(X!X;) = Syrx < 00, Sxrx invertierbar.

n—oo T n—oo 1

T
+ (C4a) Strenge Stationaritat von {w,;} = (yt Zt) :

x (C4b) EIN'Xu,|** < B < 00, 0§ > 0,fiir alle feste A mit A’ X = 1.

Siehe Methoden der Okonometrie, Abschnitt 13.5 KQ-Schitzung von dynamischen linearen Regressions-
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modellen.
— Bedingung (C2a) impliziert fiir (1.2), dass gilt:
Ey|$h) = E(w|Xy) = X48. (1.3)

Deshalb wird ein dynamisches lineares Regressionsmodell, das (1.3) erfiillt, als
dynamisch volilstandig und korrekt spezifiziert bezeichnet.

Vgl. Methoden der Okonometrie, Abschnitt 13.4 Dynamische lineare Regressionsmodelle oder (vgl.
, Section 11.4, Equation (11.38)).

— Regressoren X;, die Bedingung (C2a) erfiillen, werden als vorherbestimmt
beziiglich des Fehlerterms u; bezeichnet. Die Fehler u; werden auch als Inno-
vationen oder als Schocks bezeichnet, da sie gegeben X, nicht prognosti-
zierbar sind.

Vgl. in Methoden der Okonometrie, Abschnitt 9.1.2 Vorherbestimmte Regressoren oder

( , Sections 3.2, 4.5).
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e Notation

— Zur Erinnerung: Aus (C2a) folgt fiir das dynamische Regressionsmodell (1.2),
dass die Fehler unkorreliert sind, da

E(’thut_]"ﬂt> = [ut_jE(ut|Xt, Y1, Xt—h Y9, .. )] = E[ut O] = (0 fur alle ] > ()
Siche Methoden der Okonometrie, Abschnitt 13.4 Dynamische lineare Regressionsmodelle.

Aus (C2) folgt jedoch nicht, dass die bedingten Verteilungen f(u|€2) und
f(us|€2s) unabhidngig sind, da bspw.

moglich ist.

— Die starkere Annahme der Unabhangigkeit der bedingten Verteilungen wird
folgendermalBen notiert:

+ (C5) IID der Fehler bedingt auf Informationsmenge

w |y ~ 11D(0, %)
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Die Annahme bedeutet, dass
* die Dichten f(u|€2) von u; gegeben die Informationsmenge €, fiir alle ¢
. gleich und

- unabhangig sind, d. h. die Bedingung auf alle anderen Fehlerterme kei-
nen Effekt hat, also

Sl ur, oo wp, g, ) = f(u|S2)
gilt und dass
* f(w$) = f(w) gilt.
Dies bedeutet auch, dass E(u|%) = 0 und Var(w|Q;) = o

Beachte: ( ~S. 86 in Section 3.1, S. 213 in
Section 6.1) schreiben lediglich u; ~ I7D(0, 0%) und weisen auf die Bedingt-
heit hinsichtlich €2; nur im Text hin.
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— Eine noch strengere Annahme ist

+ (C6) Bedingte Normalverteilung der Fehler
w | ~ NID(0, 0?).

Bisher betrachtete Modelle

1. Dynamisches Regressionsmodell mit homoskedastischen Fehlern

Y = Xy B + uy, E(yt|Qt) = X403, VC”“(Ut‘Qt) =0
— OLS-Schitzer 3 = (XTX) ' X"y

2. Dynamisches Regressionsmodell mit heteroskedastischen Fehlern

Y = Xy B + uy, E(yt|Qt) = X403, Va?“(“t\Qt) = 07527 Q=

— (QLS-Schitzer mit heteroskedastierobusten Standardfehlern
GLS-Schitzer B s = (XTQ'X) ' XTQy
. o 1 o
FGLS-Schitzer Bpaps = (XTQ 1X) XTQ y
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1.2. Beispiele

1.2.1. Beispiel IM — Analyse von Importen nach
Deutschland

Beispiel einer Querschnittsanalyse.
Sieche Methoden der Okonometrie, Abschnitte
e 6.3 Empirische Analyse von Handelsstrémen: Teil 1 — ein kurzer Uberblick,
e 10.3 Empirische Analyse von Handelsstromen: Teil 2,
e 11.7 Empirische Analyse von Handelsstromen: Teil 3,
e 14.4 Empirische Analyse von Handelsstromen: Teil 4,
e 15.7 Empirische Analyse von Handelsstromen: Teil 5.

Die Analyse wird im Verlauf dieses Kurses fortgesetzt.
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1.2.2. Beispiel CO,: Analyse des Zusammenhangs zwischen
dem CO»s-AusstoB3 eines Landes und dessen BIP,
sowie weiteren moglichen Einflussfaktoren

Die Analyse erfolgt im Laufe des Kurses mit unterschiedlichen Modellen.

Folgende Daten werden jetzt betrachtet:
Daten fiir 151 Lander fiir das Jahr 2005 (spater auch Paneldaten):

o COy-AusstoB pro Kopf (in Tonnen),
Quelle: Weltbank, World Development Indicators CO2 emissions (metric tons per
capita)

e GDP, real, chained US$, pro Kopf,
Quelle: Penn World Tables, Real GDP chained US-Dollar

e Services, Anteil an GDP, Quelle: Weltbank, WDI
e Industry, Anteil an GDP, Quelle: Weltbank, WDI
e Agriculture, Anteil an GDP, Quelle: Weltbank, WDI


http://databank.worldbank.org/ddp/home.do
http://pwt.econ.upenn.edu/
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Multiple Regression mit Interaktionsterm, t =1, ..., 151:
In(CO2) = B1+ P2 In(GDPy)+ B3 In(GD Py« Services;+ SyServices;+e;. (1.4)

wobel

Oy = {GDP,, Services;, Industry;, Agricultures, In flations, Weathery, Population, ... ,GDP;_1, ...}
T, = {GDP,, Services;}

R-Programm und CO2-Daten zu folgendem Output

Call:
lm(formula = 1log(C02) ~ log(GDP) + I(log(GDP) * Services) + Services,
data = data2005)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-3.530299 -0.471693 0.001403 0.435345 2.509990

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|t])
(Intercept) -13.316995 1.510081 -8.819 2.43e-15 *x*x
log (GDP) 1.604615 0.174719 9.184 2.76e-16 **xx*
I(log(GDP) * Services) -0.006412 0.003186 -2.012 0.0459 *
Services 0.052214 0.028952 1.803 0.0733 .
Signif. codes: 0 “**x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.’ 0.1 < > 1

Residual standard error: 0.7857 on 153 degrees of freedom


http://www.wiwi.uni-regensburg.de/tschernig/Veranstaltungen/Material/CO2_beispiel_1.R
http://www.wiwi.uni-regensburg.de/tschernig/Veranstaltungen/Material/CO2_2005.csv
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Multiple R-squared: 0.7749,

Adjusted R-squared: 0.7705
F-statistic:

175.5 on 3 and 153 DF, p-value: < 2.2e-16
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6
Geschatzte Regressionsfunktion

Ist diese Regression korrekt spezifiziert?
e Sind alle relevanten Variablen enthalten?

e Wird eine mogliche Nichtlinearitat korrekt erfasst?

e Sind die Regressoren vorherbestimmt?
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1.3. Allgemeinere Modelle in diesem Kurs

3. Nichtlineares Modell mit vorherbestimmten Variablen und homoskedastischen Fehlern

y = 2(8) +uy, By ) = 2(8), Var(w|Q) = o

— Momentenschitzer Z' (y — x(3)) = 0
NLS-Schitzer X(3)(y — x(8)) =0
—> Kapitel 2 Nichtlineare Regression.
4. Regressionsmodelle mit vollstindig spezifizierter Fehlerverteilung
—> Kapitel 3 Maximum-Likelihood-Schatzung.

5. Regressionsmodell mit streng exogenen Regressoren und heteroskedastischen und autokorrelierten Fehlern

y=XB+uw, Eylh)=X38 uX=(0Q)

— GLS-Schitzer B¢s = (XTQ'X) ' XTQ y
FGLS-Schitzer Bpepg = (XTﬁ‘lx)_l XTQ 'y
—> Kapitel 4. Verallgemeinerter KQ-Schatzer
6. Lineares Modell mit endogenen Regressoren und homoskedastischen Fehlern

Y = Xy B + uy, E(yt|Qt) = E(Xt\Qt)B # X413, Var(ut‘Qt) =0
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— IV-Schitzer By, = (Z"X) " ZTy
verallgemeinerter |V-Schatzer BIV = (XTPWX)_1 XTPWy
mit (n X k)-Instrumentenmatrix Z und (n X [)-Instrumentenmatrix W
—> Kapitel 5 Instrumentvariablenschatzung.

7. Lineares Modell mit endogenen Regressoren und heteroskedastischen und korrelierten Fehlern

W11 Wiz - Wip
yr = Xe3 + g, E(ytmt) = E(Xtmt),@ 7& X403, E(utus|WtaWs) = Wy, 2=

Wnl Wnp2 - Wnp

— IV-Schitzer B, = (Z"X) " 2Ty
verallgemeinerter |V-Schitzer 3, = (XTPWX)_1 X Pwy

mit (n X k)-Instrumentenmatrix Z und (n x [)-Instrumentenmatrix W

—> Kapitel 6 Generalized Method of Moments (GMM).
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2. Nichtlineare Regression

e Das (dynamische) Regressionsmodell

yr = X4B3 + wy (1.2)

wird als linear bezeichnet, da die Regressionsfunktion X;3 eine lineare Funktion
in den Parametern (3 ist.

Zu den linearen Regressionsmodellen gehoren auch Modelle, die durch Logarith-

mieren linearisierbar sind wie bspw. eine Cobb-Douglas-Funktion mit multiplika-
tivem positivem Fehler

Y, = AKCL e
mY,=mA+alnK;+8InL;+¢
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e Ein nichtlineares Regressionsmodell liegt vor, wenn die Regressionsfunktion
m(Xta 6) In
yr = m(Xy, B) + uy (2.1)

eine nichtlineare Funktion in 3 ist. Die Regressionsfunktion m(-,3) kann nicht-
linear in den k Parametern 3 sein, wobei aber die Anzahl der Regressoren nicht
gleich k£ sein muss.

e Beispiele fiir nichtlineare Regressionsmodelle inkl. nichtlineare Zeitreihenmodel-
le:

— Nichtlinearisierbare 6konomische Modelle - Beispiele:

*+ CES-Produktionsfunktion
Vi = yl(1 — 8) K¢ +0LYYE +

+ (Hedonische) Preistheorie und Preisabsatzfunktionen (z.B.
, 2010)

+ Konjunktur- /Endogene Wachstumsmodelle
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+ Zinsstrukturkurve ( , )

1 — exp(—my/T)
my /T

r¢: Rendite einer Nullcouponanleihe t; m;: Restlaufzeit.

ry = Bo+ (61 + B2)

— Baexp(—my/T) +ur (2.2

+ Nachfrage nach Gesundheitsleistungen ( , ): logistisches
2-Regime Smooth Transition Regression Modell

lheyy = B1 + Polgdpi + BslgdpiG(si; ¢, v) + Baphe_shi + ug
1
G its C, — ) O
(sitc,v) 1 + exp(—v(si — ¢)) V=

[hej;: logarithmierte Gesundheitsausgaben von Land ¢ zum Zeitpunkt ¢;

lgdp;;: logarithmierte BIP; s;;: Proxy fiir die Produktivitat im Gesundheits-
sektor (Transitionsvariable; etwa Lebenserwartung 0.3.).
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«+ Asymmetrische Zinseffekte auf die reale Okonomie (
, ): Smooth Transition Modell

8 8
Yr = Poo + Z DoiYe—i + Z 00i %t~
i=1 i=1

8 8
+ G(re-1;7, ¢) <§b10 + Z D1iYt—i + Z 51@%@) T Ui,
i=1 i=1

1
G(ri—1; = > (.
e S e )

;. Wachstumsrate des BIP zum Zeitpunkt (Quartal) ¢; z;: Anderung des
kurzfristigen Zinses und Zinssatz 7.

*+ Prognose von Aktienrenditen ( , ): exponen-
tielles Smooth Transition Model (STR) Modell

ry = Bo + {1 — exp|—y(dps—1 — 0)2]}51dpt_1 - Uy

r;: (Uber)rendite eines Aktienportfolios zum Zeitpunkt ¢; dp;: Dividenden-
Kursrelation dieses Portfolios.
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* Nichtlineare Geldnachfrage ( , ): Smooth
Transition Modell (STR)
A(m —p)i = By + BLA(m — p)i—1 + BoApr + Bsrni + Paec
+ G(Aig; 7y, c) X [’yo + N A(Mm — p)i_1 + Y Ap + y3rng + ’y4ect}
+ Ut,
. . . —1
G<Azt; Y, C1, CQ) — {1 + eXp[_fY(AZt — Cl><AZt o CQ)/O-ZAQ]}
my: logarithmierte Geldmenge; p;: aggregiertes Preisniveau; rny: Kurzfrist-
zins; ec;: Abweichungen von der langfristig gleichgewichtigen Geldnachfra-
ge.
* Schwelleneffekte der Inflation ( , ): Smooth
Transition Modell (STR)
Yr = ag + anmy + aosy + asqy + Gy, ) X (Bo + Bume + Base + B3qy)
+ Ut,
oy —1
Gy, ¢) = {1 +exp|—y(m1 — 7 )]}
y;: BIP-Wachstum; m;: Inflationsrate; s;: Investitionsanteil des BIP; ¢;:
Terms-of-Trade Wachstum; 7*: unbekannter Parameter (Schwellenwert).
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* Prognose von realen Wechselkursen ( ,
): Smooth Transition Autoregression (T-STAR)

e = Y1 — Gl = (1 + (Yr—a — ©)°) 7] + us,
;. realer Wechselkurs zwischen zwei Wahrungen zum Zeitpunkt ¢.
— Komplexere 6konometrische Modelle

x Mikrookonometrie: Modelle mit zensierten oder gestutzten oder diskre-
ten abhangigen Variablen

x Lineares Regressionsmodell mit autokorrelierten Fehlern
Yy =XiB+u, w =pugte, &~ 1ID(0, 02)7 | <1

- Auflgsen der ersten Gleichung nach wu; (bzw. u;_1) und Einsetzen in die
zweite Gleichung ergibt den Ansatz

yr = XeB + p(yr—1 — Xeo18) + &4
= pyi—1 + X408 — pX;_18 + &4,

der dynamisch und nichtlinear in den Parametern p und 3 ist.
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- Unrestringiert konnte man mit OLS
Yt = pyr-1 + XeB + Xe1y + vy

schatzen. Allerdings miissen dann 2k+1 anstatt k41 Parameter geschatzt
werden, was ineffizient (und ein anderes Modell) ist.

— Nichtlineare Modelle fiir andere Fachgebiete

x Medizinischer Dosis-Wirkung-Zusammenhang, etwa Michaelis-Menten

Modell ( , )
523715
= 2.3
Yt 51+xt+53+ut (2.3)
oder EMAX-Modell
B Box/
yt_61+$2+6;+Ut

Hier ist x; die Dosis, y; die Wirkung eines bestimmten Medikamentes bei
Patientt =1,2,...,n.
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e Dynamisch vollstandige und korrekte Spezifikation der nichtlinearen Re-
gressionsfunktion:

— Das (nichtlineare) Regressionsmodell (2.1) ist dynamisch vollstandig und
korrekt spezifiziert, wenn

E(y|$2) = E(y] Xy) = m(Xy, B) (24)

gilt. Dabei ergibt das erste Gleichheitszeichen, dass das Modell dynamisch
vollstandig ist, und das zweite Gleichheitszeichen, dass das Modell korrekt
spezifiziert ist. Das bedeutet, dass der DGP fiir 3 = 3, in (2.1) enthalten ist.

— Die Bedingung (2.4) gilt, wenn und nur wenn in (2.1) die Annahme

erfullt ist.
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e Beachte:
— Es gilt fiir beliebige Z; € €); immer, dass

y = E(y:|L;) + Y — E(yt\It) & Evy|L) =0, (2.5)

~~
Ut

wobei jedoch
E(v|S%) = E(y|S4) — £ [E(y| Zy) |S4]

= (0 falls alle relevanten Regressoren in Z;,

= F(y %) — E(y|Z,
(i) (i) {# 0 sonst.
FE [E(y:|Z:)|2%]) = E(y¢|Z:), da die Informationsmenge Z; in ), enthalten ist.

— Dynamisch vollstandige und korrekte Spezifikation erfordert also, dass
das nichtlineare Regressionsmodell (2.1)

1. alle relevanten Variablen enthalt und

2. die die Klasse der betrachteten nichtlinearen Regressionsfunktionen m(-, 3)
die wahre Regressionsfunktion enthalt.
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e Notation in ( , Chapter 6) fiir nichtlineare (ho-
moskedastische) Regressionsmodelle:
yr = m(Xy, B) tug,  u| € ~ T1D(0, o), firt=1,...,n (2.6a)
2i(8)
Y = x(B) + uy. (2.6b)

Die skalare Funktion z(3) hiangt wegen X; vom Index t ab.

Matrixschreibweise:
y =m(X,3)+u, bzw. (2.6¢)
y =x(8) +u, u~ IID(0,0°1), (2.6d)

wobei x(3) eine Vektorfunktion ist und u ~ I1D(0, 0°I) bedeutet, dass u|); ~
11D(0,02).

e Schatzmethoden:
— Momentenschatzer fir nichtlineare Modelle,
— Nichtlineare Kleinst-Quadrate-Schatzung,

— Maximum Likelihood-Schatzung, siehe Kapitel 3.
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2.1. Momentenschatzer fur nichtlineare Modelle

e Zu lesen: (2004, Chapter 6).

e Lineare Modelle
st die Regressionsfunktion in (1.2) dynamisch vollstandig und korrekt spezifiziert,
d. h. gilt (C2a), und damit die Regressoren vorherbestimmt, X; € €); folgt

E(Ut|X7§> = 0.
Daraus ergibt sich die Momentenbedingung
E(Xtut) — E[E(Xtut|Xt)] = E[XtE(Ut‘Xtﬂ = 0.

e Nichtlineare Modelle
Aus der Annahme (C2a)
E(u|€y) =0

ergibt sich fiir jeden Vektor W; € (), wieder eine Momentenbedingung
E(Wtut) — E[WtE<Ut|Qt>] = 0.
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Einsetzen von w; = y; — x4(3,) ergibt
E[Wi(y: — 24(8y))] = 0.
Hingegen ist i.A. E[Wy(y; — x4(3))] # 0, sofern 3 # 3.

— D. h. kdonnte man diesen Vektor der Erwartungswerte (der gerade dem Ko-
varianzvektor (2. Moment) zwischen W, und wu; entspricht) berechnen, lieBe
sich 3, finden, sofern ausschlieBlich 3, Kovarianzen von Null ergibt (d. h. 3
ist identifizierbar, siehe spater).

— Der Erwartungswert ist unbekannt und muss geschatzt werden, wie iiblich,
durch Mittelwertbildung liber die n Stichprobenbeobachtungen.

Fiir die vorliegende Stichprobe resultieren die Momentenbedingungen
|
Wiy —x(8)) = 0.

Eine Losung der Momentenbedingungen ergibt den Momentenschatzer B auf Ba-
sis von W, der abhangig ist von der Wahl der Matrix W:

— W muss Rang k& haben.

— W beeinflusst asymptotische Kovarianzmatrix.
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e Identifikation eines Parametervektors

— Ein Parametervektor ist in einem okonometrischen Modell beziiglich eines
DGPs und eines bestimmten Schatzverfahrens identifiziert, wenn das Schatz-
verfahren zu einer eindeutigen Losung fiihrt.

— Im vorliegenden Fall muss das Gleichungssystem der Momentenbedingungen
eine eindeutige Losung aufweisen.

e Asymptotische ldentifikation

— Ein Parametervektor ist in einem okonometrischen Modell beziiglich eines
DGPs und eines bestimmten Schatzverfahrens asymptotisch identifiziert,
wenn er fiir n — oo identifiziert ist.

— Es gibt Modelle und DGPs, in denen der Parametervektor asymptotisch iden-

tifiziert, aber nicht identifiziert ist und umgekehrt.
(Siehe Beispiele in ( , S. 217-218)).
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— Vorliegender Fall: Betrachte plim der Momentenbedingungen fiir Parameter-
vektor 3, des DGP

Aufgrund (C2a) gilt E(u;W;) = 0. Gilt dariiber hinaus, dass E(|Wu|'t° <
B < 00, 0 > 0, dann lasst sich ein Gesetz der GroBen Zahlen anwenden und

man erhalt
1 n
a(B,) = plim — E Wiy, =0.
n
=1
# Genauer gesagt, ein Gesetz der GroBen Zahlen fiir Martingaldifferenzen, siehe z.B. ( , Section

11.3.3) oder Fortgeschrittene Dynamische Okonometrie.

— Ist B # 3,, dann ist im Allgemeinen
a(B) = plim- W (y — x(8)) # 0.

Ist a(3) # O fiir alle 3 # 3, dann ist der Parametervektor asymptotisch
identifizierbar, da ming ||a(8)|| eindeutig fiir 3, gegeben ist.
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— Notwendige Voraussetzung fiir asymptotische ldentifizierbarkeit:
Es gibt kein 3, # 3, so dass x(3,) = x(3,).

— Beachte: Asymptotische |dentifizierbarkeit ist von der gewahlten Schatzmethode
(hier auch Auswahl von W) abhingig, da

() = plim - W+ plim W (x(3,) — x(3)

, n

-~

=a(By)=0
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e Konsistenz

— Grundidee des Beweises: Damit Bn konsistent sein kann, muss plim Bn exis-
tieren.
(Beweis technisch anspruchsvoll und wird hier vorausgesetzt).
Notation: 3_ = plim ,3”

AN

Nun gilt fiir 3,
1 )
Mochte man nun den plim auf beiden Seiten dieses Ausdrucks berechnen,

hat man die Schwierigkeit, dass Bn mit variierender StichprobengréBe nicht
konstant ist. Man l6st dieses Problem, indem man

1 .
a(B,) = plim —W(y — x(plim 3,)) = plim 0
n
betrachtet. Man nehme nun an, dass 3., # 3, gilt. Gilt nun asymptotische
|dentifizierbarkeit von 3, dann folgt

a(B) # a(By) = 0,

was im Widerspruch zu obiger Gleichung steht. Also muss Bn konsistent, d. h.
B, = B, sein, wenn asymptotische |dentifizierbarkeit vorliegt.
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— Annahmen fur Konsistenz:

* (NL1) Der DGP ist fir 3 = 3, im nichtlinearen Regressionsmodell (2.1)
enthalten.
(NL2a) Die Regressoren X; sind

vorherbestimmt (C2a):
E(ufS2) = 0,

(NL2b) Bedingte Homoske-
dastie der Fehler

E(u|) = 0* = E(4),

x (NL2) wy|Q% ~ IID(0,0%) =

wobei fiir die Fehlervarianz des
DGP o2 = o7 gilt.
* (NL3) Der Parametervektor 3 ist asymptotisch identifizierbar, d. h.
a(B) = plim + W' (y — x(3)) existiert fiir alle zulssigen 3 und W, €
und es gilt a(B8) # a(B,) = 0, wenn ||B — By|| > 0.

x (NL4) plim 3 existiert.
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— Konsistenz: Unter (NL1) bis (NL4) und weiteren technischen Regula-
ritatsbedingungen, ist der Momentenschatzer konsistent.

— Konsistenz erfordert, dass
1
a(B,) = plim—W'u = 0.
n
Dies gilt unter allgemeineren Annahmen, z.B. bei

*x heteroskedastischen Fehlern

jedoch nicht, wenn sowohl verzogerte endogene Regressoren als auch korrelierte
Fehler vorliegen.
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e Asymptotische Normalitat

— Notation: Wir definieren die partiellen Ableitungen

z 0x4(8)
t( ) 6ﬁz 65 ( )
_ Ox
X,(8) = 240) (1% k)
OB ls=p
_ ox(3
x(@)= 28 mxh
OB" lp=p
— Insbesondere sei
Xy = X(By)
die (n x k)-Matrix aller partiellen Ableitungen der n nichtlinearen Regressi-
onsfunktionen x4(3,), t = 1,...,n, nach den k Parametern an der Stelle

B = By

— Beachte: fiir das lineare Regressionsmodell gilt
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Weitere Annahmen fiir die asymptotische Normalverteilung;:

* (NL5) Die nichtlineare Regressionsfunktion ist zweimal partiell stetig dif-
ferenzierbar. (Die zweiten partiellen Ableitungen erscheinen im folgenden
nicht, werden aber bei technischen Details benétigt.)

%+ (NL6) LLN: Es gilt ein Gesetz der GroBen Zahlen fiir %WTXO
1
plim —W' X, = Syyrx
n

und Syyrx hat vollen Rang k. Im speziellen Fall W = X; = X erhalt man
Annahme (A1) bzw. Annahme (C3).

* (NL7) CLT: Es gilt fiir die asymptotische Kovarianzmatrix

: [ W SUNPY JuSt
nh_)rg@ Var (%W u) = 0 plim EW W = 0;Swrw

und es gilt ein Zentraler Grenzwertsatz fiir Vektoren

RN, (0, 03Swrw) -

Vn
Diese Annahme entspricht fir W = X Annahme (A3).
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Sie konnen diese Annahmen analog zum Vorgehen im genannten Abschnitt
unter der zusatzlichen Annahme einer Zufallsstichprobe zeigen. Allgemeinere
Beweise fiir abhangige Daten sind wesentlich schwieriger.

— Asymptotische Normalverteilung

Unter den Annahmen (NL1)) bis (NL7) und weiteren technischen Annahmen
ist der Momentenschatzer asymptotisch normalverteilt

Vi (B=8,) =5 N (0,088 xSwrw (Shrx) )
— Ableitung

* Grundidee: Multiplizieren der Momentenbedingungen mit % und Einsetzen
des DGPs y = x(3,) + u (Verwendung von (NL1)) ergibt

%WT (x(8,) +u—x(8)) =0

Umstellen liefert

W (x(B) - x(8y)) = —~Wu

Bl
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* Taylorentwicklung (Annahme (NL5)) von x(3) an der Stelle des wahren
Parametervektors 3, ergibt mit ||Bt — Boll < 118 — Byll:

(B) Z ) (8-a)
B+ X8 (B-8)
x(8) = x(By) + X(By,....B,) (8- Bu)
Man beachte, dass X (3, ..., /3,) bedeutet, dass 3, fiir jede Beobachtung

verschieden sein kann.

x Einsetzen der Taylorentwicklung ergibt

%WT (X(/Bo) —x(By) +X(By,-- -, B,) (B — 50)) = %WTU

1 _ _ A 1
=WIX(B,..B,) (B-8) - =W

* Jetzt ist man fast fertig. Ist der Schatzer konsistent ((NL1) bis (NL4)),
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so ist plim 3, = (3, und somit erhilt man die asymptotische Aquivalenz

1 A a 1
—WX(B) v (8- 8)) - =W

wobei = ‘asymptotisch dquivalent’ bedeutet.

Verwendet man nun (NL6) plim +W'X(3;) = Swrx, ergibt sich als
weiterer Approximationsschritt

Gi(5-8) = SyinaWru

Unter Anwendung des zentralen Grenzwertsatzes (Annahme (NL7)) erhilt
man schlieBlich die asymptotische Normalverteilung

Vi (B=8,) = N (0,088 Swrw (Shix) )

— Es kann gezeigt werden, dass die asymptotische Kovarianzmatrix am 'kleinsten’
ist, wenn W = X, gewahlt wird. Allerdings ist X nicht beobachtbar und
damit ist dieser Momentenschatzer ’infeasible’.

— Man kann allerdings einen anwendbaren Schatzer erhalten, indem man 3, mit
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einem konsistenten Schatzer 3 konsistent schitzt und X, = X (3,) mit X(3)
konsistent schatzt:

x Zweistufiger Schatzer

x Nichtlinearer Kleinstquadrateschatzer
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2.2. Nichtlinearer Kleinst-Quadrate-Schatzer

Um einen effizienten Schatzer zu erhalten, ist es notwendig, dass fiir groBe Stich-
proben W gegen X konvergiert.

e Einfaches zweistufiges Verfahren:

1. Schatze mit einer zul3ssigen Matrix W mit dem Momentenschitzer den Pa-
rametervektor 3, so dass 3 konsistent geschatzt wird. Bezeichne den Para-
meterschatzer mit 3.

2. Schatze 3 abermals mit dem Momentenschatzer, diesmal jedoch mit W =
X(83).

Da plim 3 = B, und somit X(,B) gegen X(3,) mit wachsendem Stichproben-
umfang tendiert, ergibt sich ein effizienter Schatzer.
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e In endlichen Stichproben wird die verfiigbare Information in dem zweistufigen
Verfahren nicht optimal ausgenutzt, da man ja 3 in der Momentenbedingung
gleichzeitig schatzen konnte, also

X'(B) (y —x(8)) =0 (2.7)

betrachten konnte. Falls der Schatzer aus der Momentenbedingung (2.7) konsis-
tent ist, sollte zumindest fiir groBe Stichproben (3 nahe am wahren Parameter-
vektor 3, liegen.

e Die Losung der in B nichtlinearen Momentenbedingungen (2.7) ist identisch mit
der Minimierung der Fehlerquadratsumme

n

SSR(B) =) (y—x(B))" = (y —x(B8)) (y —x(B)).  (28)
t=1
Da aufgrund der in 3 nichtlinearen Funktionen z;(3) keine geschlossene Losung
existiert, wird der Schitzer 3 auf Basis von (2.7) bzw. (2.8) als nichtlinearer
Kleinst-Quadrate-Schatzer (nonlinear least squares (NLS) estimator)
bezeichnet.
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Eigenschaften des nichtlinearer KQ-Schatzers

e Die endlichen Stichprobeneigenschaften des NLS-Schatzers

AN

B = argmin SSR(B) = argmin (y x(8) (y —x(8)  (29)
lassen sich nicht ohne Kenntnis des DGP bestimmen. Die asymptotischen Eigen-
schaften entsprechen denen des effizienten Momentenschatzers.

e Konsistenz

— Modifikation von Annahme (NL3) indem W, = X,(3) gewahlt wird:

* (NL3’) Der Parametervektor 3 ist asymptotisch identifizierbar, d. h.

vis(B) = plim - XT(8)(y — x(8)) 210
existiert fiir alle zuldssigen 3 und X(3) € € und es gilt anis(B) #
anzs(By) =0, wenn ||B — Byl[ > 0.

Das Gleichheitszeichen gilt, da X;(3) fiir jedes beliebige 3 in der Informations-
menge §2; zum Zeitpunkt ¢ liegt, so dass (NL2a) und damit F(X:(3)u;) =0
erfiillt ist.
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— Konsistenz: Unter (NL1), (NL2), (NL3’) und (NL4) und weiteren techni-

schen Regularitatsbedingungen, ist der nichtlineare Kleinst-Quadrate-Schatzer
(2.9) konsistent.

e Asymptotische Normalitat
— Gelten
« die Annahmen (NL1), (NL2), (NL3’) und (NL4) (3 konsistent) und
* Annahmen (NL5) bis (NL7) mit W = X(3,) = X,

dann ist der nichtlineare KQ-Schatzer (2.9) asymptotisch normalverteilt

g d _
vn ([3 _ 50) AN (0, JSSX%X() | (2.11)
mit |
SXOTXO = g&g —X%Xo.

— Eine Beweisskizze ist komplizierter als fiir den Momentenschatzer, da W =
X () nicht mehr fix ist, sondern sich mit 3 dndert. Man kann dies beriicksich-
tigen, indem man eine Taylorapproximation von X(3) an der Stelle 3, macht
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und zeigt, dass alle Terme mit Ordnung zwei und hoher asymptotisch kei-

ne Rolle spielen, siehe ( , Section 6.3). Ein
ausfiihrlicher Beweis findet sich in ( , Chapter
5).

e Zu den Annahmen:

— Insbesondere die Annahmen (NL3), (NL4), (NL6), (NL7) sind nicht leicht
liberpriifbar, sollten aber fiir ein gewahltes nichtlineares Regressionsmodell
liberpriift werden. Dies iibersteigt jedoch das Niveau dieses Kurses. Allerdings
machen sie deutlich, dass z.B. ein Zeittrend als Regressor ausgeschlossen ist.

Warum?

— Liegen Zeitreihendaten vor, wird dies noch komplizierter, da nicht nur das
Abklingen der Autokorrelation mit zunehmenden Lags begrenzt werden muss,
sondern das Abklingen der gesamten stochastischen Abhangigkeit zwischen
den Beobachtungen. Dies iibersteigt ebenfalls das Niveau dieses Kurses.
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o Effizienz
Der nichtlineare KQ-Schatzer ist asymptotisch effizient, da die asymptotische
Kovarianzmatrix des Momentenschatzers

2q—1 T -1
UOSWTXSWTW (SWTX)
sich wesentlich vereinfacht, denn nun ldsst sich unter den genannten (Regula-
ritats)bedingungen zeigen, dass

1 2 2
Swrx = SXOTXO = 5&2 ;XT(/B)X(IB) (2.12)
-1

Damit ergibt sich die asymptotische Kovarianzmatrix O'%SXTX .
0“0
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e In der Praxis wird die approximative Verteilung

BN (8. (xB)x5) ) 213)
angewendet.

e Schatzung der Varianz des Storterms:

Es ist vorteilhaft,
1 n
_ ~2
=—D i
t=1

anstelle des ML-Schitzers 6% = n~' ' | 47 zu verwenden. Der Grund ist prin-

zipiell derselbe wie im linearen Modell. Der ML -Schitzer 62 unterschitzt die
Fehlervarianz systematisch, da E[SSR(B)] < noj = E[SSR(B,)] aufgrund der
Minimierung von SSR gelten muss. Dieser Nachteil tritt bei s* nicht auf.

Unter den getroffenen (Regularitits)bedingungen kann die Konsistenz von s* ge-
zeigt werden:

Zut P o (2.14)

n_
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2.3. Numerische Optimierung

Es bezeichne Q(3) eine Zielfunktion, die beziiglich des (k x 1)-Vektors 3 optimiert
werden soll. Im Folgenden wird eine Minimierung betrachtet.

2.3.1. Newton’s Methode/Newton-Raphson-Algorithmus

e Idee: Approximiere ()((3) durch Taylorapproximation an der Stelle 3

Q(B) = Q(Bw) + &' (By) (B—By) + (5 Bio ) H(3) (8 — By))

%9(5(0))+gT(5(0)>( Bw) + 5 (B—Bp ) H(8(y) (B — By )
Q*(B)

2
|
2

wobei [|3 — Bl < [|1B — Bll-
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Notation:
— Gradient: Der (k x 1)-Vektor
0Q(B)

5 s

fasst alle k partiellen Ableitungen erster Ordnung 0Q(8)/098;,j = 1,...,k an
der Stelle 3 = 3’ zusammen und wird als der Gradient von Q(-) bezeichnet.

g(3)

— Hessematrix: Die (k x k)-Matrix

o0, 208
08" lpp  0BIB g p

ist die Hessematrix von ()(-). Sie enthilt alle partiellen Ableitungen zweiter

H(3')

)

Ordnung bzw. alle partiellen Ableitungen erster Ordnung des Gradienten.
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e Die Minimierung von Q*(3) ist aufgrund ihrer quadratischen Form sehr einfach.
Nachdem man die partiellen Ableitungen erster Ordnung von Q*(-) gleich Null
gesetzt hat

g(Bw) + H(B) (B — By) =0,

kann man nach B3 auflésen, sofern H(-) nicht singuldr (d. h. invertierbar) ist:
(

2.15)

wobei 3y die Losung bezeichnet. Der Parametervektor 3 ;) optimiert Q*(B).

o Ist Q(B) nahe Q*(B), dann ist By beinahe bereits die Lésung fiir Q(3). Da
im Optimum 3, gilt, dass Q(3,) = Q*(8;), hat es Sinn, den Schritt (2.15) zu
wiederholen bis

|Q</B(j)) — Q(B(j_l)ﬂ < vorgegebene Toleranz

erfiillt ist. Der Vektor B = [3(j) bezeichnet dann z.B. den nichtlineare KQ-
Schétzer.

(EViews: Newton-Raphson, R-Funktion: nlm)
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e Problem:

— Ist Q(/3) nicht global konvex und liegt der Startwert 3, in einem konkaven
Bereich, dann ist H(-) negativ definit (im univariaten Fall wiirde dies bedeuten,
dass die zweite Ableitung das falsche Vorzeichen hat), so dass der nachste
Schritt in die falsche Richtung (weg vom Minimalwert) geht. Eine graphische
Veranschaulichung finden Sie in ( , Figure 6.2).

Losung: Quasi-Newton-Methoden und Gradientenverfahren.
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2.3.2. Quasi-Newton-Methoden /Gradientenverfahren

e Quasi-Newton-Methoden verallgemeinern die Newton-Methode in zweierlei Hin-
sicht:

— Maogliche Wahl einer Schrittlange o ;) Die Schrittlinge ;) wird im
Allgemeinen mit einer univariaten Optimierung bestimmt. Im einfachsten Fall
wird sie in jedem Schritt so gewahlt, dass keine Verschlechterung eintritt, also

bei Minimierung von ()(-) der neue Wert der Zielfunktion keinesfalls groBer ist
als im Schritt vorher.

— Ersetzen der Hessematrix durch eine andere geeignete Matrix D(-):
B+ =By — aD ' (By)s (By) (2.16)

Die Matrix D(3;)) sollte die Hessematrix in der Umgebung des Extremums
gut approximieren
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e Alternative Algorithmen:

— Gradientenverfahren erfordern ausschlieBlich die Berechnung der partiellen
Ableitungen erster Ordnung:

« Steilster Abstieg (steepest descent): D(3 ;) = L

x Gauss-Newton-Methode: speziell fiir den Nichtlinearen-Kleinst-Quadrate-
Schatzer konzipiert, siehe Abschnitt 2.3.3 D(8;)) = %XT(B(j))X(B(j))
(EViews, R-Funktion nls)

+x Berndt, Hall, Hall, Hausman Algorithmus: speziell fiir die Maximum-
Likelihood-Schatzung, d. h. die Maximierung der Log—LikeIihoodfunktion
[(B), siehe Abschnitt 3.2, konzipiert: D(83;)) = S | 58 ol

8/
8y P18y

(EViews, R-package maxLik)

« Marquardt-Algorithmus: D(3,)) = X (8;))X(8;)) + 11
(EViews)
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— Verfahren mit partiellen Ableitungen zweiter Ordnung:

+ Quaderatic hill climbing: D(8;)) = H(8;)) — pl.
Beachte, dass, je groBer p ist, diese Methode des steilsten Abstiegs immer
naher kommt.
(EViews)

* Levenberg-Marquardt-Algorithmus: D_l(,B(j)) = H_l(ﬁ(j)) + pl
(EViews, R-Funktion nls.Im in R-package minpack.Im)

x Scoring-Algorithmus: speziell fiir die Maximum-Likelihood-Schatzung,
d. h. die Maximierung der Log-Likelihoodfunktion [(3), sieche Abschnitt

3.2, konzipiert: D(8;)) = E [%

Bj
+ Davidon-Fletcher-Powell-Algorithmus (DFP-Algorithmus) und Broyden-
Fletcher-Goldfarb-Shanno-Algorithmus (BFGS-Algorithmus): Ma-
trix D(8;)) nicht komplett neu berechnet, sondern schrittweise berech-
net. Siehe z.B. ( , , Section 9.2.3).
(BFGS: R-Funktion optim)
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2.3.3. Gauss-Newton Methode

e Wird als Zielfunktion SSSR(3) gewahlt, dann lassen sich Gradient und Hessesche
der Zielfunktion durch Gradient und Hessesche der nichtlinearen Regressionsfunk-

tion ausdricken. Damit erh3lt man

8(8) = —-X"(8)(y — x(8) (2172
=23 = alB) X)X B)| g =
t=1 \:a;g_;@/

(2.17h)

e Man beachte, dass gegeben Annahme (NL2a) fir 3 = B, der Erwartungswert

[ 1) /60 Zth /BO Xty(ﬁO)

betragt und damit auch £ (ut%> = 0 gilt.
J
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e Damit ist die Hessesche Matrix asymptotisch equivalent zu

D(B;) = - X" (B,)X(5) 2.15)

e Das Bemerkenswerte an D(3) ist, dass die Matrix immer positiv definit ist,
sofern X(3) vollen Rang hat!

— Verwendet man D(3) anstelle von H(3), vermeidet man das Problem der
'falschen Richtung’.

— Allerdings funktioniert die Minimierung nicht gut, wenn eben D(3) beinah
singular ist. Abhilfe: Marquardt-Algorithmus, siehe Abschnitt 2.3.2.

e Durch Einsetzen von (2.17) und (2.18) in den Newton-Algorithmus erhalt man
fiir den 5 + 1 lterationsschritt des Gauss-Newton-Verfahrens

Busn = By + (X (Bu)X(B)) X'(By) (v —x(By) (219

=b(j)

e Das Besondere am Gauss-Newton Verfahren ist, dass sich jede Iteration mit einer

AN

Hilfsregression (artificial regression) berechnen l3sst, wobei b(; den OLS-
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Schatzer von by; in der Hilfsregression

y —x(B;) = X(B;))b) + errors (2.20)

bezeichnet. Die Hilfsregression (2.20) wird von (

Section 6.5) und deshalb auch im Folgenden als Gauss-Newton-Regression
(GNR) bezeichnet.

e Ergénzt man (2.19) um eine variable Schrittlange o(;) lautet der allgemeine Gauss-
Newton-lterationsschritt

Bt = B + apbg)- (2.21)

e Man beachte, dass die Hilfsregression an der Stelle B

A

y — x(8) = X(8)b + residuals

— einen Parameterschatzer von O erzeugt, da

b= (X"@X(3) X8 (v - x(8))

A\ . 7

-~

—0 (Momentenbedingung)
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— eine konsistente Schitzung der Kovarianzmatrix 03Sxry erzeugt, da die Ko-
varianzmatrix von b gerade

AN AN

. ~1
Var(b) = s* (X" (3)X(8))
ergibt, wobei s* aus der NLS-Schitzung stammt (warum?).

— Diese Eigenschaft ist sehr praktisch, da zur Minimierung verschiedenste D(-)
Matrizen eingesetzt werden konnen, diese aber bei Abbruch der Optimierung
dann nicht die Kovarianzmatrix schatzen. So kann man nach Beenden der
Optimierung die Kovarianzmatrix aus der oben dargestellten Hilfsregression
gewinnen.

— Jeder heteroskedastie-konsistente Schatzer fiir Var(b) der Hilfsregression mit

AN A

y — x(3) und X(3) ergibt auch einen heteroskedastie-konsistenten Schatzer

AN

fir Var(3).

— Man kann die Hilfsregression verwenden, um in einem Schritt einen asympto-
tisch effizienten Schatzer zu erhalten, sofern der Startwert konsistent geschatzt
wurde (wie auch im Fall einer zweifachen Anwendung des Momentenschitzers).
Siehe ( , Section 6.6) fiir einen Beweis.
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2.3.4. Wichtige Anmerkungen

Methoden ohne Ableitungen:

Zielfunktionen, die nicht (partiell) differenzierbar sind, lassen sich mit Methoden
ohne Ableitungen optimieren. Dazu gehéren:

e Gittersuche (grid search): im univariaten Fall: Berechne Funktion an J bestimm-
ten Punkten innerhalb eines Intervalls |3,in, Bimazl, 2.B. 5; = ﬁmmqtj*ﬁm“x;ﬁmm,
7=0,1,...,J.

(R: optimize bei univariater Optimierung)

e Axial-Line-Suche (fiir multivariate Probleme)(siehe z.B. ( , Section
9.2.4))

e Conjugate-Directions-Methode (siehe z.B. (2000, Section 9.2.4))
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Vor Beginn einer numerischen Optimierung:

e Alle nichtlinearen Optimierungsverfahren brauchen Startwerte. Die Wahl der
Startwerte entscheidet mit, ob man in einem lokalen oder globalen Extremum
landet.

Auswahlmethoden:

— beliebig
— Gittersuche
— Hinweise durch 6konomische Theorie

— Ziehen aus einer Wahrscheinlichkeitsverteilung. Dann zunachst pro Startwerte
geringe Anzahl an lterationen wahlen und aus allen Optimierungen das Beste
Ergebnis wahlen. Jetzt Anzahl der Iterationen erhohen und Konvergenzkrite-
rium senken.

e Verfahren mit partiellen Ableitungen bendtigen den Gradientenvektor der Ziel-
funktion. Dieser kann, falls moglich, analytisch berechnet werden, oder mit Hilfe
geeigneter Verfahren numerisch bestimmt werden (Standard/default).
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e Konvergenzkriterien
Mégliche Konvergenzkriterien /Abbruchkriterien (stopping rules) sind

Q(B) —Q(By-n)| <a
1By — B-ll < e
gT</8(j))D_1 (/3(]')) g(B(;) < €,
wobei €; im allgemeinen kleiner als 10™* gewshlt wird. W3hlt man ¢; zu klein,

lauft der Algorithmus moglicherweise zu lange, wahlt man ¢; zu groB, ist man
moglicherweise nicht nahe genug am wahren Extremum.
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2.3.5. Beispiel IM - Fortsetzung von Abschnitt 1.2.1

Logistic Smooth Transition Regression, siehe fiir Details Abschnitt 2.5, insbe-
sondere (2.31)

e Spezifikation A
In(Importe;) = 1 + B2 In(BIF;)

+ (Bs+ B4 In(BIP)) [1+exp (=65 (In(BIP) — In(BIP)))]
+ B In(Ent fernung;) + B7 O f fenheit; + Bs In(Flaeche;) + u;
(2.22)

1

Startwerte werden mittels Gittersuche fiir S5 im Intervall [0.0001, 5] in Schrit-
ten von 0.01 und dann moglicher KQ-Schatzung gesucht. AnschlieBend wird die
Gauss-Newton-Methode angewendet.
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R-Programm zu folgendem Output (mit R-Funktion nls geschatzt):

Formula: log(trade_0O_d_o) ~ betal + beta2 * log(wdi_gdpusdcr_o) + (beta3 +

beta4 * log(wdi_gdpusdcr_o)) * LSTR1(s_trans, betab, s_trans_mean) +
beta6 * log(cepii_dist) + beta7 * ebrd_tfes_o + beta8 * log(cepii_area_o)

Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|tl|)

betal -8.15754 4.87590 -1.673 0.1019

beta2 1.41638 0.19456  7.280 6.66e-09 *x**

beta3d 15.86989 7.34922  2.159  0.0367 *

betad -0.64552 0.27994 -2.306 0.0262 *

betab 2.80227 11.20264 0.250 0.8037

beta6 -0.75349 0.16168 -4.660 3.32e-05 *x**

beta7 0.42750 0.19642 2.176 0.0353 *

beta8 -0.13303 0.08482 -1.568 0.1245

Signif. codes: 0 “*x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%> 0.05 ‘.” 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 0.8012 on 41 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 41
Achieved convergence tolerance: 8.227e-06
(1 observation deleted due to missingness)


http://www.wiwi.uni-regensburg.de/tschernig/Veranstaltungen/Material/beispiel_handelsstroeme_teil_7_STR_a.r
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RSS fiir verschiedene (35, Geschitzte Ubergangsfunktion, Geschitzte
nichtlineare Regressionsfunktion (nur in Abhdngigkeit von In(BIP)
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Wie haufig der Fall, ist der Ubergangsparameter (35 (iiberhaupt) nicht signifikant.
Eine Moglichkeit ist, 53 = 0 zu setzen. Dies ergibt die folgende Spezifikation.

e Spezifikation B
In(Importe;) = 1 + B2 In(BIF;)
+ B3 n(BIP,) [1+ exp (~betas (n(BIP) — n(BIP)))]
+ B5 In(Ent fernung;) + Bs O f fenheit; + B7 In(Flaeche;) + u;
(2.23)

R-Programm zu folgendem Output (mit R-Funktion nls geschatzt):

Formula: log(trade_0_d_o) ~ betal + beta2 * log(wdi_gdpusdcr_o) + beta3 *

log(wdi_gdpusdcr_o) * LSTR1(s_trans, beta4, s_trans_mean) +
betab * log(cepii_dist) + beta6 * ebrd_tfes_o + beta7 * log(cepii_area_o)

Parameters:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)
betal -45.2492 19.4546 -2.326 0.02493 x*
beta2 3.4519 .0111 3.414 0.00143 x*x*
beta3 -1.1458 .6442 -1.779 0.08254 .
betad 0.2718 .1212 2.242 0.03027 x*
betab -0.7821 .1653 -4.731 2.54e-05 **x*
betab 0.4479 .2014 2.224 0.03160 *
beta7 -0.1244 .0823 -1.512 0.13810

O O O O O -


http://www.wiwi.uni-regensburg.de/tschernig/Veranstaltungen/Material/beispiel_handelsstroeme_teil_7_STR_b.r
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Signif. codes: 0 “*x*x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘x> 0.056 “.” 0.1 ¢ > 1
Residual standard error: 0.8161 on 42 degrees of freedom
Number of iterations to convergence: 3

Achieved convergence tolerance: 5.834e-07
(1 observation deleted due to missingness)
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RSS fiir verschiedene (35, Geschitzte Ubergangsfunktion, Geschitzte
nichtlineare Regressionsfunktion (nur in Abhdngigkeit von In(BIP)
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Beachte, dass der Verlauf der Ubergangsfunktion nahe legt, dass In(BI1P;) mit
In(BI P;) multipliziert wird, man also folgendes lineares Regressionmodell schatzen

konnte
In(Importe;) = 1 + B2 In(BIP;) + B3 11’1(B]Pz')2

+ B4 In(Ent fernung;) + Bs O f fenheit; + B In(Flaeche;) + u;
(2.24)

e Lineare Regressionen mit quadratischen oder kubischen Termen sind auch ge-
eignet, um auf das Vorliegen von Nichtlinearitat der STR-Form zu testen, siehe

Abschnitt 2.6.
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2.3.6. Beispiel CO - Fortsetzung von Abschnitt 1.2.2

Analyse des Zusammenhangs zwischen dem CO,-AusstoB eines Landes und dessen

BIP, sowie weiteren moglichen Einflussfaktoren:

Nichtlineare Regression (Smooth Transition Regression), t =1,..., 151:
|
In(CO2) = bi+by In(GDP, In(GDP, .
n{ t) = bitb In( (e o a I 2 1 + exp(—~(Services; — c))+€t
(2.25)
mit Ubergangsfunktion (transition function)
1
G(x;v,c) = 0<G() < 1.

L+ exp(—y(z —¢))’

Uberlegen Sie sich, ob die Parameter in der nichtlinearen Regressionsfunktion in (2.25)
fiir alle moglichen Parameterwerte (asymptotisch) identifiziert sind.
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R-Programm zu folgendem Output (mit R-Funktion nls geschatzt):

Formula: log(C02) ~ bl + b2 * log(GDP) + (al + a2 * log(GDP))/(1 + exp(-gamma *
(Services - ¢)))

Parameters:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

bl -12.12224 0.77787 -15.584 < 2e-16 **x

b2 1.45266 0.09426 15.411 < 2e-16 **x

al 4.04036 1.39548 2.895 0.00435 **

a2 -0.46327 0.15387 -3.011 0.00305 *x*

gamma  0.46274 0.80529 0.575 0.56640

c 55.47209 3.43542 16.147 < 2e-16 **x

Signif. codes: 0 ‘**x’ 0.001 ‘*x’ 0.01 ‘%’ 0.05 “.” 0.1 < > 1

Residual standard error: 0.7768 on 151 degrees of freedom

Number of iterations to convergence: 20
Achieved convergence tolerance: 5.882e-06


http://www.wiwi.uni-regensburg.de/tschernig/Veranstaltungen/Material/CO2_beispiel_2.R
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Geschatzte Switchingfunktion G(Services)
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Geschatzte nichtlineare Regressionsfunktion
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e Ist das nichtlineare Regressionsmodell korrekt spezifiziert?

e Sind die Parameter signifikant?
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2.4. Hypothesentests

Testen von linearen Restriktionen beziiglich des Parametervektors mit dem

Hypothesenpaar:
Hy:RB=r versus H,:RB+#r

wobei R eine (¢ x k) Matrix und r ein (¢ x 1) Vektor sind.

e Wald-Test: Ableitung der Teststatistik und -verteilung

— Ist 3 asymptotisch normalverteilt (Annahmen (NL1), (NL2), (NL3’), (NL4)
bis (NL7)), gilt (2.11):

N (B _ 50) N (0, ags}—%xg) . (2.11)

— Unter Hy, d. h. entspricht der DGP der Nullhypothese, gilt r = R3,. Somit
erhilt man R —r = R (B — ,80> und wegen (2.11)

ViR (B _ ﬁo) N (0, USRS;%FXORT) | (2.26)
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— Die Kovarianzmatrix von R(8 — B,) kann wegen (2.12), (2.14) unter den
genannten (Regularitats)bedingungen durch
A v 2 P _
Var(R(B — B,)) = s°R (XT(ﬁ)X(5)> R" 5 ofRSy} R (227)

konsistent geschatzt werden.

— Da die geschatzten Abweichungen von der Nullhypothese asymptotisch nor-
malverteilt sind, folgt aus dem Theorem fiir stetige Abbildungen (siche Me-
thoden der Okonometrie, Abschnitt 3.5 Konvergenz in Verteilung) und der
konsistenten Varianzschitzung (2.27) analog zu dem Vorgehen bei der Ab-
leitung des asymptotischen F-Tests (siche Methoden der Okonometrie,
Abschnitt 11.4 Asymptotische Tests), dass die gewichteten quadrierten ge-
schatzten Abweichungen

iy = (RB _ r)T (@(RB _ r))1 (RB _ r) o g). (2.28)

asymptotisch y?(q)-verteilt sind, wobei B3 unter der Alternative, d. h. dem

unrestringierten Modell geschatzt wird. (Die Teststatistik Ay wird i.A. in Re-
ferenz an den Okonometriker Wald (1943) als Wald-Statistik bezeichnet.)
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e Alternativ lasst sich eine F'-Statistik der Form
SSRHO — SSRHl)/q d
SSRy, /(n— k)

verwenden. Der Nachweis fiir die asymptotische F-Verteilung erfolgt weiter unten

o

s F o (2.29)

fur den einfacheren Fall von Nullrestriktionen.
e Anmerkungen:

— Im linearen Regressionsmodell existieren verschiedene aquivalente Darstellun-
gen der F-Statistik, insbesondere

(SSRHO — SSRHl)/q
SSRH1/<’I7J— k)

- (RB-x) (VarRB-1)) (RB-x)/a

Im nichtlinearen Regressionsmodell sind die entsprechende Waldstatistik Ay

F—

und die F'-Statistik ' nur noch asymptotisch — jedoch nicht in endlichen
Stichproben — adquivalent.
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— Es hat sich in Monte Carlo Simulationen gezeigt, dass in kleinen Stichproben
das nominale und tatsachliche Signifikanzniveau besser libereinstimmen, wenn
anstelle der asymptotisch giiltigen [, ., Verteilung die F| ,_;-Verteilung ge-
nommen wird (diese wird bspw. auch in EViews zur Berechnung der p-Werte
verwendet ).

— Offensichtlich gilt:
d
¢F — x*(q)

Die Verwendung dieser Teststatistik mit den kritischen Werten aus der x*(q)-
Verteilung entspricht dann der Verwendung der kritischen Werte aus der [, -
Verteilung (z.B. werden diese Teststatistiken inklusive p-Werte in EViews an-
gegeben).
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— Warnung: Die asymptotischen Testverteilungen existieren nur dann, wenn
x der Parametervektor 3 konsistent geschatzt werden kann, und

x die Kovarianzmatrix invertiertbar ist.

Dies setzt voraus, dass die Parameter (asymptotisch) identifizierbar sind.
Diese Voraussetzung ist haufig verletzt, z.B., wenn man testen mochte, ob
ein DGP linear ist. Dann sind der Wald-Test und der F-Test mit den tiblichen

asymptotischen Verteilungen nicht anwendbar.
— Beispiele:

*x Der DGP sei
yr = XyBy + ug, g ~ NID(Q“S)

Geschatztes Modell:
Y = XyB+ x50+, up ~ NID(O, US)
Hy: DGP ist linear, d. h. v =0 und/oder § = 0 versus

Hi:0#0und v #0
Da im DGP ¢ = 0, kann v jeden beliebigen Wert annehmen. Damit ist ~
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nicht identifiziert. Welche Parameter sind nicht identifiziert, wenn v = 07

+ Beispiel COg: Ist in der nichtlinearen Regressionsfunktion (2.25) v = 0,
dann ist nur a; + by sowie as + by identifiziert, nicht jedoch die einzelnen
Parameter. Warum?

— Auswege:
* Einschranken des Parameterraums (falls sinnvoll)

x Alternative Testverfahren, z.B. mit Hilfe von Taylorapproximationen oder
mit kompliziertere Asymptotik. Dazu u.U. spater mehr.

+ RESET-Test auf Basis eines linearen Modells. Siehe z.B. BA-Kurs Okonometrie
|, Abschnitt Modelldiagnose.
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e Spezialfall: Testen von Nullrestriktionen:

— Ein haufiger Spezialfall von Tests ist das Testen von Nullrestriktionen.

Notation:
B
/3 —
<ﬁ2>

wobei 3 ein (k; X 1) und 3, ein (ky x 1) Vektor ist. Dann l3sst sich das
nichtlineare Modell schreiben als

y = X</81762> +u

— Hypothesenpaar:
Hy:B,=0 versus H;:(8,#0
bzw.
Hy: y=x(8,0)+u versus H;: y=x(8,0,)+u

Beachte: im nichtlinearen Fall sind Nullrestriktionen nicht (zwangslaufig) Aus-
schlussrestriktionen!
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— Hier bietet sich die Berechnung der F-Statistik an, so wie im linearen Re-
gressionsmodell mit r = ko

(SSRHO — SSRHl)/T d
SSRH1/<R — k)

Die asymptotische F-Verteilung ergibt sich aus der Tatsache, dass der nicht-

F =

> I oo

lineare KQ-Schatzer unter geeigneten Annahmen asymptotisch normalverteilt
ist. Der Nachweis (siehe ( , S. 243-244)) basiert
auf folgender Beobachtung: asymptotisch ergeben sich die unrestringierten
NLS-Residuen 1t (unter Hy) aus

. -1
u=y—X(8) (XT</30) (50)) XT(BO) = Mx(g,)y = Mx g, u.
Entsprechendes gilt fiir die restrlnglerten NLS-Residuen u (unter Hy)

u =y — Xi(8) (X?(BO>X1<IBO)) X?(Bo)y = Mx,(8)y = Mx,(s,)u
mit
0x(B)
X,(8,) =
=7

Siehe auch Methoden der Gkonometrle, Abschnitte 11.3.2 F'-Tests: Tes-
ten mehrerer Restriktionen, 11.4 Asymptotische Tests.
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e Nichtlineare Restriktionen konnen z.B. mit der allgemeineren Version des

Wald-Tests getestet werden, siehe hierzu die Ableitung fiir den Maximum-Likelihood-
Schatzer in Abschnitt 3.6.

e Weitere Anmerkungen:

— Es lassen sich auch Tests direkt auf Basis der Gauss-Newton Hilfsregressionen
durchfiihren (siehe ( , S. 244-249)).

— Heteroskedastierobuste Tests lassen sich entsprechend dem Vorgehen bei

linearen Modellen konstruieren. Der wichtigste Unterschied ist, dass X durch
X(8,) ersetzt wird. Siehe z.B. (2004, Section 6.8).

— Bootstrap Tests funktionieren fiir nichtlineare Modelle genauso wie fiir linea-
re Modelle. Allerdings ist deren Durchfiihrung haufig wesentlich zeitintensiver,
da ja im Falle des NLS-Schatzers fiir jede Schatzung einer Bootstrapstichprobe
eine nichtlineare Optimierung durchgefiihrt werden muss. Um Computerzeit zu
sparen, werden deshalb zur Erstellung der Bootstrapschatzungen haufig zwei-
stufige Verfahren verwendet (s.o.).
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— Fiir eine weiterfiihrende Beschaftigung sollte man auch die Geometrie der
nichtlinearen Schatzung/Optimierung studieren (siehe hierzu

(1993)).

— Es gibt auBer dem Wald-Test noch zwei weitere wichtige Testansatze, namlich
den Likelihood-Ratio-Test und den Lagrange-Multiplikator-Test. Diese werden
bei der Maximum-Likelihood-Schatzung in Abschnitt 3.6 eingefiihrt.

Zu lesen: (2004, Chapter 6).

2.5. Smooth Transition (STR) Modelle

e Ausfiihrliche Darstellungen finden sich in

- (2010)

— ( , Chapter 7)
e Ubersicht iiber die Modelle
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— Allgemeines STR-Modell

Stetiger Ubergang zwischen linearen Regimen durch stetig differenzierbare und
beschrankte Funktion(en) G. Im Fall von 2 Regimen erhilt man

yt:Xt/BI—'_XL‘/BQG(’% C, St>+ut7 L= 1,...,TL
— Xt (/31 + IBQG<77 C, St)) - Uy (230>

Im Allgemeinen:
*x0< G() <1
+ s, steuert den Ubergang

Gebrauchliche Spezifikationen fiir die Ubergangsfunktion (transition function)

G(-) sind folgende:

Gebrauchliche Ubergangsfunktionen (transition functions)
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Logistic STR (LSTR1) Logistic STR (LSTR2) Exponential STR (ESTR)
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— Logistic STR (LSTR1) Model
Gi(v,¢,8) = {1 +exp[—y(s; — )]}, v>0 (2.31)
Eigenschaften:

x (71 monoton steigend in s;

+ v bezeichnet die Ubergangsgeschwindigkeit und muss positiv sein (Identifi-
zierungsrestriktion)

% ¢ ist Ubergangspunkt

% v — oo fiihrt zu einem 'switching regression model’ (=diskreter Ubergang
zwischen zwei linearen Regimen) mit 2 Regimen.

— Logistic STR (LSTR2) Model

Go(y,c,5) = {1l +expl—y(s;—c)(si—c)]} 7 >0, ¢ <c (2.32)
Eigenschaften:

x Spezialfall eines 3-Regime Modells.

c1t+co

* (G symmetrisch an =5
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x S — oo = Gy — 1.

* 0 < ming, Ga(7, ¢, 8¢) < 5 (oder =

1 1 _
5 BL falls C1 — CQ).

0 falls ¢ < s < 9,
x 7 — 00 = Go(v, ¢, 5¢) —
1 sonst.

— Exponential (ESTR) Model

G(v,c,8) =1 —exp[—v(s; —¢)?], >0 (2.33)
Eigenschaften:

x (G symmetrisch bei ¢

*x 5 — oo =G — 1

xss=c=G=0

x v — 00 = G — 1 auBer im Fall s; = ¢ = fiir groBe v kann es schwierig
sein, ESTR Model von einem linearen Modell zu unterscheiden.
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2.6. Nichtlinearitatstests mit STR-Maodellen in der
Alternative

e Die Parameter der STR-Modelle sind nicht identifiziert, wenn der DGP linear ist.
Deshalb kann man nicht einfach ein STR-Modell schatzen und dann Nullrestrik-
tionentests durchfiihren, da die Teststatistiken keine asymptotische F'-Verteilung

aufweisen konnen!!

e Ausweg: Mann approximiert die nichtlineare Regressionsfunktion durch eine nicht-
lineare Funktion, die auch unter einem linearen DGP identifiziert ist. Dies ge-
schieht am einfachsten durch die Approximation von f(-) durch eine Taylorent-

wicklung (Granger und Terasvirta (1993).
e Zur Vereinfachung der weiteren Notation sei
() = G() — 12
fiir alle genannten Ubergangsfunktionen. Die STR-Modelle lassen sich dann schrei-

ben als
yt:Xt/BT“‘Xt/BQG*(’Y, C, St>—|—ut, t = 1,...,TL
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wobei 37 = 3, + 1/2.
e Das Hypothesenpaar lautet
Hy:v=0 wversus H;:v#0.

Man beachte, dass fiir v = 0 die Funktionen G(-) und G*(-) konstant sind und
man deshalb nur ein lineares Regime hat!

e Die Taylorentwicklung erster Ordnung von G(-)* nach s; an der Nullhypothese
Hy : v =0 lautet
GT = go+ g15: + R(v, ¢; 5)
wobei g9 = G7(0, ¢, s;) = konstant und g; = OGr (7, ¢, S¢)/0st|,—0 = konstant
und R(7, ¢; s;) Restterm bezeichnen. Einsetzen von G’.(-) in das STR-Modell lie-
fert

yr = XueB] + XiBo(g0 + 15 + R(v, ¢; 8¢)) + wy
= Xy QBT + 52902 +X ¢S ézgl +2(t523(% C, St) + Ut
kA WP A
yr = X101 + X802 + 14 (2.34)

Vi
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e Man beachte, dass die erste partielle Ableitung der Ubergangsfunktionen LSTRI,
LSTR2 und ESTR fiir gegebenes s; als 0G’./0s; = yw geschrieben werden kann,
wobei w eine positive Konstante bezeichnet. Deshalb ergibt sich d; = 735w und
Hy : v =0 impliziert

H):80,=0 versus Hj:d5#0.

e Beachte: die Modellgleichung (2.34) ist

— nur unter H| eine Approximation wahrend unter H;, die Gleichung den DGP
enthalt.

— sowohl unter H|, als auch unter H] identifiziert, sofern nicht X; und X;s; per-
fekt korreliert sind. Deshalb kann dann jeder Standardtest fiir lineare Modelle
angewendet werden.

— nicht identifiziert, falls X; eine Konstante enthalt und s; ein Element von X
ist, denn dann sind X; und X;s; perfekt korreliert. Warum? Die Losung des
Problems ist einfach: Man ersetzt X;s; durch X;s;, wobei X; = (1 }N(t> und
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schatzt
Yt = Xt(sl -+ (Xt5t>52 -+ V.

o ['-test
Wenn X und u unabhangig sind und u NID, dann ist unter Hy : v = 0 das wahre
Modell ein normales lineares Regressionsmodell und somit auch (2.34). Deshalb
|asst sich der ['-Test anwenden mit exakter F'-Verteilung

Vv —-vv T—1L p

F = ~ F — L
o5 J (in = 1)
wobei
I k1 falls X; verwendet wird, I 2k falls X;s; verwendet wird
ki —1 falls }th verwendet wird. 2k1 — 1 falls )N(tst verwendet wird.

e Ist der DGP unter Hj nicht normalverteilt und/oder X; nur partiell unabhangig,
gelten die iiblichen asymptotischen Ergebnisse fiir lineare Modelle und die F'-
Statistik ist asymptotisch [ o, verteilt.
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e Bemerkungen:

— Dieser Linearitatstest scheint alle Probleme zu l6sen. Man beachte jedoch,
dass die Giite des Tests davon abhéngt, wie gut die Taylorapproximation G/(-)
approximiert. Ist die Approximation ungenau, dann kann es leicht passieren,
dass H) nur mit geringer Wahrscheinlichkeit abgelehnt wird, obwohl der DGP
nichtlinear ist. Man hat dann ein Giiteproblem!

— Es gibt noch vollig andere Testansatze, zu denen kommen wir vielleicht spater.

— Wenn im wahren Modell GG(+) nur auf die Konstante wirkt, dann ist im wahren
Modell 35 = (21,0, ...,0)". Da das Modell eine Konstante enthalt man muss
im Hilfsmodell (2.34) die Regressoren X;s; verwenden, wobei allerdings wegen
35 man 09 = 0 erhalt — selbst unter H;. Um dieses Problem zu I6sen, schla-
gen ( ) vor, eine Taylorentwicklung
dritter Ordnung zu verwenden.

— Das approximierende Modell auf Basis einer Taylorentwicklung erster Ordnung

ist flir das ESTR und das LSTR2 identisch.

— Man beachte, dass die genannten Test nur giiltig sind, wenn die Momente von
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X8 /n existieren.

— Das vorgestellte Verfahren kann immer als Linearitatstest verwendet werden.
Allerdings ist die Giite am groBten, wenn die Nichtlinearitat das gewahlte s;
betrifft. In der Praxis miissen deshalb die Tests fiir verschiedene s; durchgefiihrt
werden.
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3. Maximum-Likelihood-Schatzung

Es gibt 2 allgemeine Schatzprinzipien:
e Momentenschatzer bzw. GMM, siehe Kapitel 6,

e Maximum-Likelihood-Schatzer (wobei dieser auch als GMM-Schiatzer aufgefasst
werden kann).

3.1. Einfiihrendes Beispiel

e Einfiihrendes Beispiel: Nach 10-maligem Miinzwurf ergibt sich 9 mal 'Kopf’
und 1 mal 'Zahl'. Glauben Sie, dass dies eine 'faire’ Miinze ist (eine Miinze, fiir
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die die Wahrscheinlichkeit, Kopf zu erhalten, gerade 0.5 ist)?

— Man beachte, dass die Wahrscheinlichkeit, von insgesamt n Wiirfen £ mal
'"Kopf' zu erhalten, durch die Binomialverteilung
n!

(n— k)&’

gegeben ist, wobei p die Wahrscheinlichkeit angibt, in einem Wurf "Kopf’ zu

P('k mal '"Kopf' bei n Wiirfen'|p) = k(1 — p)nh) (3.1)

erhalten.

— Deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, das obengenannte Ergebnis zu erhalten,
fiir unterschiedliche p:
p=1/2 — P('k mal 'Kopf' bei n Wiirfen'|p = 1/2) ~ 0.01
p=3/4 — P('k mal 'Kopf' bei n Wiirfen'|p = 3/4) =~ 0.19
p=9/10 — P('k mal 'Kopf' bei n Wiirfen'|p = 9/10) ~ 0.39
und man wiirde wohl sehr zogern, die benutzte Miinze als 'fair’ zu bezeichnen.

— Man kann nun die Verwendung der Wahrscheinlichkeitsfunktion (3.1) dndern
und sie benutzen, um einem gegebenen Ereignis eine Wahrscheinlichkeit auf
Basis eines gewahlten Wertes fiir p zuzuweisen. Mit dieser Interpretation nennt
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man (3.1) eine Likelihood-Funktion, um so die Verwendung von der als

Wahrscheinlichkeitsfunktion (gegebenes p) unterscheiden zu kénnen. Fiir den
gegebenen Fall erhalt man

l

L(p|'k mal "Kopf’' bei n Wiirfen') = v

(n— k)&’

F(1—p) .

— Da man die Likelihood L(p|'k mal 'Kopf' bei n Wiirfen') fiir ein gegebenes
Ereignis, z.B. '9 mal 'Kopf' bei 10 Wiirfen', fiir jedes beliebige p berechnen
'k mal 'Kopf' bei n Wiirfen') beziiglich p

kann, kann man die Likelihood L(p
maximieren. Man erhalt dann eine Schatzung p fiir p, die die Likelihood, das
beobachtete Ereignis tatsichlich beobachten zu kénnen, maximiert. Deshalb
wird dieser Schitzer Maximum-Likelihood-Schatzer (ML-Schéatzer) ge-

nannt.

— Im gegebenen Fall kann man sehr einfach den ML-Schatzer p ableiten, indem
man die partielle Ableitung erster Ordnung von (3.1) beziiglich p gleich Null
setzt und nach p auflost.

— Sehr haufig ist es einfacher, die Likelihood zu maximieren, nachdem man loga-
rithmiert hat. Dies hat keinen Einfluss auf die Schatzung, da Logarithmieren
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eine strikt monotone Transformation ist. Es macht jedoch die analytische oder
numerische Optimierung viel einfacher. Die Log-Likelihood Funktion lautet
im gegebenen Fall

[(p|'k mal '"Kopf’ bei n Wiirfen") = In L(p|'k mal "Kopf' bei n Wiirfen')

= In ((n _n]!@!k!) +klnp+ (n— k)log(l —p).

Die erste Ableitung ist
OlnL(pl) k n—Fk

o  p 1-p
Die ML-Schatzung fiir p ist demnach p = k/n = 9/10. (Der Vollstandigkeit

halber miisste man auch iiberpriifen, ob dieses Extremum ein Maximum ist.

Hierfiir muss die partielle Ableitung zweiter Ordnung in der Umgebung von p
negativ sein.)
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3.2. Maximum-Likelihood-Schatzung im Falle stetiger
Zufallsvariablen

e Fiir eine stetige Zufallsvariable Y gilt, dass die Wahrscheinlichkeit 'Y nimmt den
Wert y an’ gerade Null ist, d. h. P(Y =y) = 0.

e Stattdessen betrachtet man die Wahrscheinlichkeit, dass Y in einem (sehr) kleinen
Intervall liegt
Ply <Y <y+9d)= f(y)o,
siehe "Eine kurze Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie Sommer 2009",
Diese Wahrscheinlichkeit ist approximativ proportional zur Wahrscheinlichkeits-

dichte f(y).

e Entsprechend ergibt sich, falls die Wahrscheinlichkeit und die Dichte vom Para-
metervektor @ abhangen,

Py <Y <y+46|6) ~ f(y|6)s.

Die Maximierung der Likelihood, Y in einem winzigen Intervall um y herum zu
beobachten, kann deshalb erfolgen, indem man die Dichte beziiglich @ maximiert.


http://www.wiwi.uni-regensburg.de/tschernig/Veranstaltungen/Einf_Wahrscheinlichkeitstheorie.pdf

Fortgeschrittene Okonometrie — 3.2. ML-Schitzung im Falle stetiger Zufallsvariablen — U Regensburg — 30.04.2022 —
99

Fiir stetige Zufallsvariable erhilt man deshalb die Interpretation der Likelihood-
Funktion

L(@ly) = f(y|6).
Der ML-Schitzer 6 fiir 0 ist deshalb gegeben durch

mng(H\w (= mg><f<y\9>)-

e Um den ML-Schatzer fiir ein spezifisches Problem abzuleiten, muss man deshalb
eine geeignet parametrisierte Dichtefunktion wahlen.

T
o Fiir eine Stichprobe von n Beobachtungen y = (y1 Ys ... yn) ist die
Likelihood-Funktion die gemeinsame Dichte beziiglich

L(Oly) = f(y]6).

e Die gemeinsame Dichte fiir n 1ID Beobachtungen ist das Produkt der n margina-

len Dichten. (Vgl. in Methoden der Okonometrie, Abschnitt 2.6 Bedingte Wahrscheinlichkeiten.) Die
Likelihood lautet deshalb

L(Oly) = f(y|0) = f(x1]0) - - - f(y.|0)
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und die Log-Likelihood ist die Summe der Log-Likelihood fiir jede ein-
zelne Beobachtung

[(Bly) =In f(y|0) = Zln (1:16).

Diese Eigenschaft ist sehr praktisch zur Maximierung der (Log)-Likelihood!!

e Im Fall von nicht-IID Beobachtungen kann man folgende Zerlegung verwenden

L(Bly) = f(y|0)
= f(WnlYn—1,- 5 91;0) f(Yn—1,Yn-2, .-, 11|6)
— f(yn YUn—1y- -+, Y1; 9)f<yn—1‘yn—2a s Yty H)f(yn—27 . 791\9)
= fWaltn-1, - y1:0) f (Yn-1|Yn—2, -, ¥1;0) - - f(y2|y1; ) f(11]0).

Nach Logarithmieren erhalt man die Summe

[(Bly) =1n f(y|0)

—Zln (Ye|yi—1, - - y1;0) +1n f(y10).
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e Wenn der Term In f(y1|6) vernachlassigt wird, erhidlt man die bedingte
Likelihood-Funktion bedingt auf y;. lhre Maximierung ergibt den bedingten
Maximum-Likelihood-Schatzer.

e Eine generelle Anmerkung:

Die Ableitung eines ML-Schatzers erfordert eine vollstandige Spezifikation des
Modells, d. h. die gemeinsame Dichte aller abhangigen Beobachtungen ist bis auf
die spezifischen Parameterwerte bekannt. Vgl. Methoden der Okonometrie,

Abschnitt 5.2 Okonometrische Modelle.

3.3. ML-Schatzung des normalen linearen
Regressionsmodells

e Gegeben sei das normale multiple lineare Regressionsmodell

yt:Xt13+ut7 t:1727"'7n7 /36187 (32)
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so dass die Annahmen (B1), (B3) und (B4) erfiillt sind. Durch die Normalver-

teilungsannahme
u|X ~ N(0,0°T), bzw. ((B4))
w|X ~ NID(0,0%), t=1,2,...,n.

erhalt man die Dichte der Normalverteilung

1 1u?
f(utX;OQ):WeXp<—§%>, t=1,2,...,n, bzw.

1 1
L 2) _ T
f(ulX;o%) = ro?)iT? exp ( 524 u) :

Wegen (B1) und (B4) gilt u =y — X3, Var(y|X) = oI und damit

1 1(yy — X4 3)?
f(yt|Xt;,3,02):WeXp(—§(t 02t )>, t=1,2,...,n, bzw.

Py, B, 0% = — e (— Ly - X8 (y Xﬁ)) |

(2mo2)n/2 202

Die Likelihood-Funktion lautet demnach

1 1
L(B,0°ly,X) = o)t P (—@(y - XB)' (y - XB)) -
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Logarithmieren ergibt die Log-Likelihood-Funktion

(Booly X) =3 {;m<2mz> = Xp) }

=1
n 5 1 < 2
= const — 5 In(c?) — 50 2 1y — X 3)]
n 2 1 T
= const — 7 In(0”) — ?(y - Xg)' (y — Xp)
— const — — In(o?) — =—=SSR(B). (3.3)
2 202

Man sieht, dass die Maximierung der Log-Likelihood (3.3) beziiglich 3 im
Fall des normalen linearen Regressionsmodells identisch ist mit dem
KQ-Schatzer. Im Fall streng exogener Regressoren sind deshalb beziiglich der
Schatzung von 3 auch die Schatzeigenschaften identisch.

e Gilt die Annahme (B2a), die in Annahme (B4) enthalten ist, nicht, d. h. sind
die Regressoren nicht streng exogen, sondern lediglich vorherbestimmt bzgl. des
Fehlerterms u; ((C2a), ist die asymptotische Verteilung des ML-Schitzers zu
verwenden, die im Folgenden abgeleitet wird.
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3.4. Asymptotische Eigenschaften des
Maximum-Likelihood-Schatzers

3.4.1. Ildentifikation bei ML-Schatzung

e Im Folgenden werden die Definitionen fiir Identifikation aus Abschnitt 2.1 prazisiert
und auf ML-Schatzer angepasst.

e Ein Parametervektor 8; € O heiBit fiir eine gegebene Stichprobe glo-
bal /lokal identifiziert, wenn fiir die Log-Likelihood gilt

[(01]y, X) = ‘rgnaél(ﬂ\y,X) £ 1(05]y, X) falls 6, # 0. (3.4)
c

Globale Identifikation liegt vor, wenn 85 € ©, lokale Identifikation liegt vor, wenn
0- in einer offenen Umgebung um 6, liegt.

e Ein Parametervektor 6, € © heiBt global/lokal identifiziert, wenn gilt

E1(6:]y,X)] = e El(8]y,X)| # E[l(0:]y,X)] falls 6, # 6,. (3.5)

Globale Identifikation liegt vor, wenn 85 € ©, lokale Identifikation liegt vor, wenn
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0 in einer offenen Umgebung um 60 liegt.

e Ein Parametervektor 8; € O heit asymptotisch global/lokal identifiziert,
wenn fiir die Log-Likelihood gilt

1 1
plim —{(61|y, X) # plim —I(0;5|y, X) falls 8, # 0-. (3.6)

n—oo T n—00

Globale Identifikation liegt vor, wenn 85 € ©, lokale Identifikation liegt vor, wenn
0- in einer offenen Umgebung um 6 liegt.

e Die ldentifikation eines Parametervektors fiir andere Schatzverfahren, z.B. KQ
erfordert weniger, da nicht die ganze bedingte Dichte, sondern die ersten und
zweiten bedingten Momente betrachtet werden.

o Vgl ( , Sections 6.2, 10.3). Beachte: die Defini-
tionen sind in der Literatur nicht ganz einheitlich, siehe z.B. (
Sections 9.3.3, 11.3.2).
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3.4.2. Konsistenz

e Annahmen

— (ML.1) Das Modell M ist korrekt und vollstindig spezifiziert. Es gilt fiir ein
oder mehrere 6 = (,BT, 02)T € O, dass der DGP im Modell enthalten ist, also

gilt, wobei dariiber hinaus angenommen wird, dass der 'wahre’ Parameter-
vektor @y im Inneren des Parameterraums © liegt, d. h. jeder Vektor 0 in
einer beliebig kleinen lokalen Umgebung von 6 ebenfalls im Parameterraum
O liegt.

~(ML.2)
olim 1By, X) = 1,0(6)

n—,oo

gleichmiBig in ©, wobei [,,(0) eine nicht-stochastische Funktion in  ist.

— (ML.3a) Der 'wahre’ Parametervektor 6 ist in endlichen Stichproben zumin-
dest lokal identifiziert, d. h. fiir globale Identifikation gilt (3.4) fiir 8, € ©.
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— (ML.3b) Der Parametervektor 6, ist asymptotisch global/lokal identi-
fiziert, d. h. (3.6) gilt fir 6, € ©.

Annahme (ML.2) ist klarerweise Voraussetzung fiir (ML.3b), aber nicht leicht
zu zeigen, da dies weitergehende technische Konzepte erfordert, da die Log-

Likelihood-Funktion im Allgemeinen nichtlinear ist. Siehe hierzu z.B.
( , Section 9.3.2).

e Um zu verdeutlichen, dass der ML-Schatzer fiir @ mit der StichprobengréBe und
der Stichprobe (y, X) selbst variiert, wird der Schatzer mit n indiziert.

e Konsistenz:

Unter den Annahmen (ML.1), (ML.2), (ML.3a) und (ML.3b) ist der Maximum-
Likelihood-Schéatzer

9, = arg mgx [(0,|y, X) ( arg mgxz In f(y:| X, 9)) (3.7)
=1

konsistent, d. h. . .
plim —(8, |y, X) = plim —1(8|y, X) (3.8)

n—oo T n— 00
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e Beweis:
Um (3.8) zu zeigen, zeigt man, dass
1.4 1
n—oo N n—00
1.4 1
plim —1(8,]y, X) < plim —/(6|y, X) (3.9b)
n—oo 1 n—o00

zusammen gelten.

e Die Gleichung (3.9a) folgt unter den Annahmen (ML.1), (ML.2) und (ML.3b),
sowie aus der Maximierung der Likelihood, denn 1(0,|y,X) > 1(0o]y, X) fiir
jedes n und jede Stichprobe. Wenn der DGP nicht im Modell enthalten ware, also
(ML.1) nicht gelten wiirde, dann muss die Ungleichung nicht notwendigerweise

gelten!
e Wie zeigt man (3.9b) 7
1. Zuné&chst ist festzuhalten, dass (3.9b) gilt, wenn

1 1
plim ~1(8*]y, X) < plim —1(8y ]y, X)

n—oo T n—00

fiir beliebige 0" gilt, denn ,, ist ja immer irgendein beliebiges 6*.
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2. Da die Log-Likelihood die Summe

07y, X th 0% |y:, X1)

ist, ergibt sich nach Division durch n ein Mittelwertschatzer. Wenn also ein
Gesetz der groBen Zahlen gilt, konvergiert die Log-Likelihood-Funktion divi-
diert durch die Zahl der Beobachtungen und gegeben den Parametervektor 6*
gegen den Grenzwert des Mittelwerts, also gilt

1
plim —(0"|y, X) = hm EO[ [0y, )] (3.10)
n—oo

und entsprechend

plim ~1(8oly, X) = lim Eoll Ooly. >] (3.11)

n—oo

wobei Fjy|-] den Erwartungswert auf der Basis der Dichte mit dem wahren
Parametervektor 8 bezeichne. Aufgrund (ML.2) existieren (3.10) und (3.11).

(4 Anmerkung fiir Zeitreihenexperten: Bei vorherbestimmten Variablen ist [;(0*|y;, X;) im Allgemeinen nur

fir 8 = 6, eine Martingaldifferenz.)
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D. h. (3.9b) gilt, wenn

lim Eol 167y, )] < lim Ey [%Z(H(ﬂy,X)]

n—oo n—oo

gilt. Dies ist gleichbedeutend mit der Bedingung

i (£ | L16°ly, )|~ | 11(60ly. 0| ) <0

n—oo
. 1 L0y, X)
1 —FEn 11 < 0. 3.12

oo (n O [Ongoly,X)D = (312

. Im nachsten Schritt zeigt man, dass die Differenz fiir jedes beliebige n kleiner
oder gleich 0 ist. Hierfiir benotigt man als Werkzeug Jensen’s Ungleichung
(A.15).

bzw. mit

Da log(-) eine streng konkave Funktion ist, ergibt sich unter (ML.3a)

L6y, X) Lely. X7
Eqll log F fur belieb 0 £60, 0 cO
Olog (Lwo\y,X))] <8 0[L<eo|y,x> ir beliebige 6" 7 00, 6" €
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4. Unter (ML.1)
L(H*\%X)] /OO L6y, X) /OO
E = X, 0p)dy = L0y, X)dy =1,
Tayx) ~ | T ey = [ ety Xiay
da das Integral jeder Dichte (bzw. Likelihood) iiber den Definitionsbereich der
Zufallsvariable 1 ist.

Deshalb gilt
L(6"]y, X)
Eq |1 = Foll(0"]y, X)] — Eo|l(0]y, X log1 = 0.
o Jos (T3 ) | = Elterly X = ExfGoly. X)) < og
Damit ist (3.12) gezeigt und damit wiederum (3.9b).
g.e.d.
o Lese (2004, Section 10.1 bis 10.3). (

Section 11.3.2) zeigt die Konsistenz unter sehr allgemeinen Bedingungen.
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3.4.3. Asymptotische Normalverteilung

e Einige Definitionen (£ ist die Zahl der Parameter) (vgl. Abschnitt 2.3.1:

— Gradientenvektor oder Score-Vektor der Log-Likelihood-Funktion

ﬁ _ o8y, X)‘ _ i Ol (0]y:, X4)
ilg 00  lg_g= “= 00 0-6" (3.13)
(= gy, X,0%), i=1,....k
ol
961 9*\
ol oL
—| =26 | (= X, 0)). 3.14
5, = | "o | =stvx.0) 3.14)
ol
90y, 9*)

— Hessesche Matrix (=Matrix der partiellen Ableitungen zweiter Ord-



Fortgeschrittene Okonometrie — 3.4.3. Asymptotische Normalverteilung — U Regensburg — 30.04.2022 — 113

nung) (Hessian matrix)

)

o 521
~ 0000"

921
00,00"

H(0") =

(3.15)

H*
021

\aekaHT .
0%

9,00" 9»{\

H(O", ...00) = | (3.16)

9%l
0;)

\aekaHT

— Asymptotische Hessesche Matrix

() = plim o ~H(0) (3.17)

n—00 n
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ol
S Bl
9*) 0 [09 9*]

— (Fisher) Informationsmatrix

Ol

1(0°) = Covg- (5‘—9 ol

o 06"

Srp [l 2 319
N o 907 o+ |
= 06 lg* 06" |g
— Asymptotische Informationsmatrix
1
Z(6) = lim ~1(6). (3.19)
n
i ( , Gleichung (10.32)) verwenden anstelle des limes den Wahrscheinlich-

keitslimes, da in ihrer Notation die Informationsmatrix implizit auf die exogenen Variablen X bedingt ist.
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e Zusatzliche Annahmen

— (ML.4a) Die Log-Likelihood-Funktion [(@|y,X) ist beziiglich @ im Inne-
ren des Parameterraums ® mit Wahrscheinlichkeit 1 zweimal partiell diffe-

renzierbar. (Beachte, dass die Log-Likelihood-Funktion eine Zufallsvariable in
Abhangigkeit der Stichprobe (y, X) ist.)

— (ML.4b) ( , , Assumption 11.3.1)
[
Hﬁt <B<oo, 6>0, t=1,2..., i=1,...,k
00: {1245

Diese Annahme entspricht im KQ-Fall der Annahme (C4b).

— (ML.5):
1
“H(0) 5 H(8).
gleichmaBig in einer Umgebung von 6, wobei () eine nicht-stochastische
und invertierbare Matrixfunktion ist.
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e Ableitung
Um [(-) zu maximieren, miissen wir den Score-Vektor (9% gleich Null setzen.
Schreibe die i-te partielle Ableitung erster Ordnung mit Hilfe des Mittelwertsatzes
in Abhangigkeit vom wahren Parametervektor @ als (dies ist wegen (ML.4a)
moglich)

Ol
00,

_a
o 00,

0%l
+ T

(9—90), i=1.. . .k
0;

wobei 8 zwischen 6 und 6, liegt. Beachte, dass sich @ im Allgemeinen mit n und
¢ andert. Man kann nun diese Gleichungen untereinander in einen Spaltenvektor
schreiben und mit obiger Notation umformen. Man erhalt schlieBlich

oL ol e e (s
56|, ~ 6], * HLOL 00 (6-6,).

0,
Da die FOC 80)9 = 0 lautet, erhalten wir

Vi (6-6)) = - FH( ;,...,9;)]1

n

\

(
B
QD
D
>

?Zg '
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falls H(07, ..., 0;) invertierbar ist.
Analyse des asymptotischen Verhaltens der Terme (i) und (ii):

— Term (i): Da der ML-Schitzer konsistent ist, gilt plim tH(67,...,0}) =
plim +H(6,), wobei letzterer plim durch Annahme (ML.5) bestimmt ist, so
dass Term (i) durch H(6) ersetzt werden kann.

— Term (ii): Hier muss gepriift werden, ob fiir den skalierten Zufallsvektor %g—émo

der Scorefunktion ein multivariater Grenzwertsatz gilt.

Falls {y;, X;}, t =1,... ni.i.d. sind, ist der Score-Vektor die Summe von
n heterogenen, aber unabhangigen Zufallsvektoren

Ol "ol
0, ; 009,

el 3.21
90 (3.21)
Damit entspricht der Score-Vektor n mal einem Mittelwertschatzer und es lasst

sich unter bestimmten Regularitatsbedingungen ein Zentraler Grenzwertsatz



Fortgeschrittene Okonometrie — 3.4.3. Asymptotische Normalverteilung — U Regensburg — 30.04.2022 — 118
fiir heterogene, aber unabhangige Zufallsvariable auf

ol
00

n

1 ol,
Vil =350

t=1

Ey

0, 0,
anwenden, siche Methoden der (")konometrie, Abschnitt 5.5 Werkzeuge

fiir die asymptotische Analyse. Hierfiir bendtigen wird den Mittelwert und die
Varianz von 0l;/08.

Bei Zeitreihen existiert unter bestimmten Voraussetzungen (u. a. Stationa-
ritdt oder Fehler als Martingalprozess) ebenfalls ein Zentraler Grenzwertsatz,
sieche z. B. ( , Section 11.3.3). In

( , Section 10.3) ist eine vereinfachte Darstellung zu finden.
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*x Der Mittelwert des Score-Vektors ist ein Nullvektor. Nachweis:
6’lt 0 Iln L(Ho‘yt, Xt>
2 _ X, 00)d
BY? 9] / BY? Of(yt\ ts 0) Yt
B / 1 L(B‘yt, Xt>
00|yt7 Xt> 89
/ yt’XhHO af(yt’Xta )

Ey

f (Wi Xy, 00)dy;

0

d
yt\XmHo 00 0, v
af yt‘Xta )
= d 3.22
/ 98 g 3.2

wobei das letzte Gleichheitszeichen nur im Falle korrekter Spezifikation gilt,
d. h. L(-) = f(-) (ML.1). Berechnung bei 6 fiihrt zu
dyt = 0.

Ol :/af(yt’Xtag)
0, 0 g,

00
Das zweite Gleichheitszeichen folgt aus [ f(y:|X¢, 0)dy; = 1 fiir alle 6.
Falls 8 den Integrationsbereich nicht beeinflusst (fiir genauere Bedingungen
zur Vertauschbarkeit von Ableitung und Integration von Zufallszahlen siehe

Fy
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z.B. ( , Assumption 11.3.1, p. 274, Theorem B.10.1, p. 460))
konnen Ableitung und Integral vertauscht werden, also
('9
X d
00/fyt| t )yt 89

x Da der Mittelwert von 0l;/00|g bei 6y ein Nullvektor ist, ist die Varianz
Ol

bei 6, gegeben durch
ol;
Ey|l=| — :
! [89 9, 00! 90]

Da [; und [, s # t unabhangig und somit unkorreliert sind, ist die Varianz
des Score-Vektors bei 8y, d. h. die Summe aller 8175/09\90 gegeben durch
die (Fisher) Informationsmatrix (3.18) an der Stelle 6,

Ol Ol - ol 0l
10, =E, | —| — -V £ . 3.24
(60) = Eo [ae 0, 06" 30] ; | [ae 0, 00" gJ (3:24)

Jetzt lasst sich ein Zentraler Grenzwertsatz fiir heterogene, aber unabhangige
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Zufallsvariable anwenden. Dabei wird die Informationsmatrix (3.18) am wahren
Parametervektor I(6y) durch die asymptotische Informationsmatrix (3.19)

T(6y) = lim - 1(8)

ersetzt und man erhalt

1 Ol 1 0l d
- — = > loo ~ N (0,Z(6))) . 2
Vi (n o Hg) 7 58l 0.10)). (325

(iii) Da (3.25) asymptotisch normalverteilt ist und Annahme (ML.5) gilt, folgt
aus den Eigenschaften von plim’s, dass

) 1. N )
Vi) = [JHOL 00| 7,
0
s iy e~ (0,300 zi0 0
Vzéo)

(3.26)

Beachte: Man erhilt eine asymptotische Kovarianzmatrix des ML-Schatzers,
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die eine Sandwichform aufweist. Vgl. hierzu KQ- oder GMM-Schatzer mit
Sandwich-Kovarianzmatrix.

(iv) Zu guter Letzt muss man noch iiberpriifen, unter welchen Umstanden sich die
Sandwichform vereinfacht, d. h. V(0y) = Z(0,) " gilt. g, wird in den folgen-

den Gleichungen zur Veinfachung der Notation unterdriickt. Man betrachte

(92lt(9|yt Xt> 0 1 (9[4(0\;% Xt)
E ’ — ’ Xy, 0p)d
| Fl X [ | G R . 00
1 0°L,

1 (9Lt aLt /
/ l;/% 00 ang(yt‘ t 0) Yt L, 8989Tf(yt’ t 0) Yt

ol o1, / 1 2L,
g I | X, 0,)d
90007 I, pe0e™ WiXe Go)dy:

Ol; Ol | /5’2f<yt|Xt, 6o)
7| T ——d
100 00" | 0000

Man beachte, das bei korrekter Spezifikation f(-) = L(-) gilt und dass das
zweite Integral auf der rechten Gleichungsseite eine Nullmatrix ist. Dies lasst

Yt
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sich zeigen, indem (3.23) ein weiteres Mal abgeleitet wird, was zu

0 [0f(yX,0),
507 / o W =0
a2f<yt Xta 0)

dys = 0
/ 0000T !

fiihrt. Im Falle einer korrekt spezifizierten Likelihood-Funktion gilt deshalb

2
<[], 5] =[5,
0, 90" 19, 0000" |9,
und da [; und [, unkorreliert sind, gilt auch
1(6)) = —FE L = —Fy (H(6y)) (3.27)
0 0 90007 . 0 0)) - :

Gelten also die Annahmen (ML.1) und (ML.5), ist das Modell korrekt spezifi-
ziert und es gilt
T(8)) = —H(6) (3.28)

und damit

V(6,) = Z(60)"'Z(00)Z(6y)"' =Z(60)""
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und die asymptotische Normalverteilung des ML-Schatzers ist gege-
ben durch
NG (9 _ 00) Ly N (0,Z(60)7) . (3.29)

e Einige Anmerkungen:

— Der Beweis der asymptotischen Normalitat wurde unter der |ID-Annahme
durchgefiihrt. Er lasst sich mit etwas mehr Aufwand natiirlich auch fiir abhangige
Variable durchfiihren, siehe indem gezeigt wird, dass die 9l;/00 Martingaldif-
ferenzen sind, siehe z.B. ( , Section 11.3.3) oder Fortgeschrit-
tene Dynamische Okonometrie.

— (3.27) wird als Informationsmatrixgleichheit und (3.28) als asymptoti-
sche Informationsmatrixgleichheit bezeichnet.

— Die asymptotische Verteilung (3.29) des ML-Schéatzers wird in der Praxis ver-
wendet um

6% N (60,16)")

zu rechtfertigen.
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e Zur Schitzung der Kovarianzmatrix 1(6,) '

Im Fall einer korrekt spezifizierten Likelihood-Funktion (ML.1) stehen zur Verfligung:

J]i (3.30)

2. die Inverse der Fisher Informationsmatrix (3.18) an der Stelle des ML-

Schatzers
1
L ol, ]
— B [ (3.31)
9) [Z 0 |06 é]

t=1

1. minus die Inverse der empirischen Hessematrix:

; ol |17 9%
i [ @] - !Z [aeaeT

—~H(9) ' =
©) 0606" —

ol,
p 007

1) = C’ovél (g—é

oder des Schatzers von 1(6y),
3. die Inverse des auBeren Produkts des Score-Vektors

ﬁéﬁg %9”1. (3.32)

P 0 06"
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Beachte, dass die negative Hessesche Matrix der Log-Likelihood-Funktion in Va-
riante (a) z.B. auch bei der numerischen Optimierung nach der Newton-Raphson-
Methode verwendet wird (siehe Abschnitt 2.3). Variante (b) ist vorzuziehen, wenn
sich die Erwartungswerte explizit berechnen und die sich ergebenden Terme appro-
ximieren lassen (z.B. bei (nicht-)linearen Regressionen mit exogenen Variablen).
In komplizierteren Modellen ist dies jedoch haufig nicht moglich. In Monte Carlo-
Studien hat sich gezeigt, dass die Variante (c) in endlichen Stichproben nicht so
zuverlassig wie die beiden anderen Varianten funktioniert.

Quasi-Maximum-Likelihood-Schatzer (QMLE):

Ist die Log-Likelihood fehlspezifiziert, so dass die (asymptotische) Informations-
matrixgleichheit nicht gilt, jedoch der ML-Schatzer konsistent ist, ldsst sich die
ML-Methode anwenden. Jedoch muss dann die allgemeine Kovarianzmatrix

V(0y) = H(00) ' TyH(0,)

aus Gleichung (3.26) verwendet werden. Deshalb bezeichnet man den Schatzer als
Quasi-Maximum-Likelihood-Schatzer (quasi-maximum likelihood esti-
mator (QMLE)). Da deren Schitzung mehr Parameter erfordert und damit die
Schatzung unsicherer wird, ist fiir die Fehlspezifikation in der Praxis der Preis ei-
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nes groBeren Schatzfehlers zu zahlen. QMLE sollte also, wenn moglich, vermieden
werden.

e Cramér-Rao-Untergrenze:

— Cramér und Rao haben gezeigt, dass kein unverzerrter Schatzer existiert, des-
sen Kovarianzmatrix die Inverse der Fisher Informationsmatrix 1(6) "unter-
schreiten” kann. Man bezeichnet diese Grenze als Cramér-Rao-Untergrenze.

— Der ML-Schétzer ist (asymptotisch) effizient, d. h. die Kovarianzmatrix des
ML-Schatzers erreicht die asymptotische Version der Cramér-Rao-Untergrenze.
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— § Ableitung der Cramér-Rao Untergrenze:
Sei 0(z) ein unverzerrter Schatzer fiir die Parameter 6 auf Basis der Daten z, welchem eine Dichte f(z|6,)
zugrunde liegt. Die Bedingung eines unverzerrten Schatzers lautet

Fo(8(z)) = /é(z)f(zwo)dz 0,

Ableiten dieser Bedingung nach 6 ergibt (gegeben die Vertauschbarkeit von Integration und Ableitung)

-~ 0f(z|0 00
/9(z) J;(?T | o 007,
- 0ln f(z|0) , ,
bzw. /G(Z) g7 Bof( 100)dz =1
bzw. FEj é(z)alnafT(TZ’e) ] =1
0o

bzw. Cowvy (é(z), %‘(;’0)

= 1.
0o

Die letzte Zeile folgt wegen F [g—é 00} =0.
Es gilt fiir skalare Zufallszahlen Z, W

Var(Z)Var(W) > Cov(Z,W)?

) = 1(6)".
o

und damit im Fall £k =1

Var (é(z)) > Var™! (_8 lngéz\Q)




Fortgeschrittene Okonometrie — 3.4.3. Asymptotische Normalverteilung — U Regensburg — 30.04.2022 — 129

Im multivariaten Fall ldsst sich dies analog zeigen. Hierzu benétigt man die multivariate Cauchy-Schwartz-
Ungleichung fiir Zufallsvektoren (siehe z.B. Gourieroux und Monfort (1995, Section B.2.5)), d. h.

(Var(Z) — Cov(Z,W)Var(W) 'Cov(W,Z)) ist positiv semidefinit.
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3.5. Numerische Optimierung

e Numerische Optimierungsverfahren

Siehe zur Einfiihrung in die numerische Optimierung Abschnitt 2.3. Fiir die Quasi-
Newton-Verfahren /Gradientenverfahren (2.16), vgl. Abschnitt 2.3.2, hier fiir Pa-
rametervektor 6

0(j+1) = 0 — oD (0(;))g (6(;))
gibt es speziell fiir die ML-Schatzung:
— Gradientenverfahren:
BHHH-AIlgorithmus Berndt, Hall, Hall, Hausman Algorithmus:
_ o 0L ol
D(H(])> _ thl @0 9(]) a,@T 9(])
basiert auf (3.32). (EViews, R-package maxLik)

— Verfahren mit partiellen Ableitungen zweiter Ordnung;:
Scoring-Algorithmus: D(0;)) = E [a;;é’T Hj] .

(R-package maxLik, Ubergeben der erwarteten Hessematrix)
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e Konzentrieren der Likelihood-Funktion

Beispiel: konzentrierte Log-Likelihood-Funktion fiir das normale lineare
Regressionsmodell, vgl. Abschnitt 3.3 mit Log-Likelihood-Funktion

18, 0%y, X) =~ In2r — 2 In(0) — 5y — XB)"(y — XB)

20
Ableiten nach o und Nullsetzen ergibt

ol(B, 0%y, X n 1
Bo R My Sy~ X8y~ XB) =0,
o o
Auflgsen ergibt den ML-Schatzer fiir die Fehlervarianz fiir gegebene 3 (vgl. Me-

thoden der Okonometrie, Abschnitt 3.5 Schatzen der Fehlervarianz)

5 =y~ XB)'(y - X) (3.33)

Einsetzen in die Log-Likelihood-Funktion ergibt die konzentrierte Log-Likelihood-
Funktion

n

“(Bly, X) = —g In 27 — gln (%(y —XB) (y — Xg)) _n

— —g (14+In27r —Inn) — gln SSR(B) (3.34)
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Die Log-Likelihood-Funktion fiir die geschatzten Parameter lautet dem-
nach

1(B,6°

y, X) = —g (14+In27 —Inn) — gln SSR(B) (3.35)
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3.6. Hypothesentests

Wiederholung: Bestandteile und Charakteristika eines Tests

e Null und Alternativhypothese
Hy:r(0) =0 wversus H;:r(0)+#0,

wobei

r(0) =

\TCJ(EH))

ein Vektor von ¢ (moglicherweise nichtlinearen) Restriktionen ist.
Beispiel: T1(9> = (91 — é = O, 7“2(9) — 91&2 =3
e Teststatistik: A = function(y, X)

e Entscheidungsregel: Lehne H ab, falls Teststatistik im kritischen Bereich C
liegt.
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e Definitionen

— Tatsachliches Signifikanzniveau eines Tests = Niveau eines Tests
= Fehler 1. Art
a(@) =P\ € C|0 in Hy)

— GrofBe eines Tests

a= max «0)
0 in Hy
— Fehler 2. Art
B(O)=1—P(Ae C|0in Hy)
— Macht:

7(0) =P\ € C|0in H)=1— 5(8)

— uniformly most powerful test: Ein Test, der unter allen konkurrierenden

Tests die groBte Macht hat und zwar bei jedem moglichen Parametervektor in
H,.

— konsistenter Test: lim,, ,,, 7(6) =1 fiir @ in H.
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Uberblick:

Ausgehend vom ML-Schatzer lassen sich drei grundlegende Testprinzipien ableiten:
e der Likelihood-Quotienten-Test (likelihood ratio test, LR test)
e der Wald-Test
e der Lagrange-Multiplikator-Test (LM test)

Notation:

Um die Lesbarkeit zu erhohen, wird im Folgenden in der Log-Likelihood-Funktion die

Stichprobenbedingung weggelassen, also
[(0) =16y, X)

verwendet.
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3.6.1. Likelihood-Quotienten-Test (LR-Test)

e Idee: Vergleiche die Log-Likelihood des unrestringierten und des restringierten
Modells miteinander.

e Teststatistik und asymptotische Verteilung:
LR =2 (z(é) ~ z<é>) 4 ), (3.36)
wobei 0 und 6 die ML-Schitzer des unrestringierten und des restringierten Mo-
dells bezeichnen und letzteres ¢ Restriktionen unterliegt.

e Heuristische Ableitung;:
Eine Taylorapproximation zweiter Ordnung der restringierten Log-Likelihood an
der Stelle des geschatzten Parametervektors 8 des unrestringierten Modells ergibt

- NACI I 1/~ \T 0l(0) S
1(9>Nz<9)+8—99(9—9) +§(9—0) e 9(9—0).
1. 00| e | .
Da unter H gilt W‘g = 0 und plimn~ - =7 . H(6)) (wegen Konsistenz
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und (ML.5)) gilt, erhdlt man approximativ
-~ P as P - T P -
LR:a(um—wwaﬁ—n(o—e)<Hw@(9—9).

Da die Parametervektoren v/7(8 — ;) und \/n(0 — 6;) asymptotisch normal-
verteilt sind, siehe (3.29), (und damit auch deren Differenz), ist die Summe der
Quadrate mit der inversen Kovarianzmatrix gewichtet asymptotisch y?*-verteilt
(Theorem iiber stetige Abbildungen). Die Schwierigkeit ist, die korrekte Anzahl
an Freiheitsgraden zu bestimmen.

Da im restringierten Modell ¢ Restriktionen vorliegen (im Fall von Nullrestriktio-
nen g Parameter weniger zu schatzen sind), ist zu erwarten, dass die Schatzer
fiir die kK — g Parameter 0—6 , die in beiden Modellen vorliegen, sich dhnlich
verhalten, dies jedoch fiir die ¢ verbleibenden Parameter nicht der Fall ist. Des-
halb liegt Unsicherheit nur beziiglich der ¢ restringierten Parameter vor und man

erhilt eine asymptotische x?(q)-Verteilung
LR % x*(q).

Fiir den Fall von Nullrestriktionen findet sich in ( ,
Section 10.6) eine prazise Ableitung.
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e Einige Anmerkungen:

— Der LR-Test funktioniert nur, wenn das restringierte Modell im unrestringierten
Modell enthalten ist (nested).

— Der LR-Test ist immer dann leicht zu berechnen, wenn sowohl| das restringierte
als auch das unrestringierte Modell leicht geschatzt werden koénnen.

— Fiir das normale multiple lineare Regressionsmodell ist die LR-Statistik der
F-Statistik sehr dhnlich ( , , p. 421)

~ N

(SSR(B) — SSR(B))/q

AN

SSR(B)/(n — k)
LR =2 (1(3,5%y,X) - (3,5%y, X))

=nln (SSR<@>> ~ qF,
SSR(B)

wobei fiir das letzte Gleichheitszeichen (3.35) verwendet wurde.
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3.6.2. Wald-Test

e Teststatistik und asymptotische Verteilung:

AN AN

W =2(0) [ROVar@OR'9)] £(0) (). (337
wobei \/78_\I'<9> = [nl/(ém} -
e Ableitung:

— Die Wald-Teststatistik erhalt man, indem man die Restriktionsfunktion r(0)
mittels einer Taylorapproximation am wahren Parametervektor 8 approximiert

r(6) ~ r(6,) + a;@ , (0= 60). (3.38)

R(6))

— Man beachte, dass unter Hj gilt: r(6,) = 0.
— Man beachte auch, dass bei linearen Restriktionen R(6;) = R gilt.

— Da unter Regularitdtsannahmen \/ﬁ(é — 6¢) asymptotisch normalverteilt ist,
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sieche (3.29), gilt dies auch fiir die rechte Seite von (3.38), wenn @ durch
0 ersetzt wird, und, sofern die Annahmen , komische” Approximationsfehler
ausschlieBen, unter Hy auch fiir /nr(0) selbst. Unter der Annahme korrekter
Spezifikation und H ergibt sich deshalb

V() -5 N (0,R(0)Z(60) 'R (0y)) .

Man beachte, dass die Kovarianzmatrix Rang ¢ hat, da R(6,) eine (¢ x k)
Matrix ist.

— Nunmehr wendet man das Theorem fiir stetige Abbildungen und die Regeln
fiir Summen quadrierter normalverteilter Zufallsvektoren an, um eine (asym-
ptotische) y*-Verteilung zu erhalten. Damit ergibt sich

nr(6)" [R(60)Z(6,) 'R (60)]  x(8) — x*(9)

— Man erhilt die Wald-Teststatistik (3.37), indem man alle unbekannten
GroBen unter dem unrestringierten Modell mit einem konsistenten Schatzer
bestimmt.

e Einige Bemerkungen:
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— Man kann jeden konsistenten Schatzer fiir die Kovarianzmatrix verwenden, vgl.
(3.30), (3.31) und (3.32) in Abschnitt 3.4. Man beachte, dass die Wahl des
Kovarianzschatzers im Allgemeinen das Testergebnis beeinflusst.

— In manchen Fallen sollte man den Wald-Test nicht wahlen. Dies ist dann der
Fall, wenn eine Umformulierung der Restriktionsfunktion zu einer anderen Test-
statistik fiihrt, denn dann konnen die Verteilungseigenschaften in endlichen
Stichproben sehr unterschiedlich sein. Dies geschieht leicht bei nichtlinearen
Restriktionsfunktionen, siehe ( , p- 423).

— Die F'-Teststatistik im linearen Regressionsmodell mit linearen Restriktionen
ist ein Spezialfall der Wald-Teststatistik.

— Ein zweiseitiger t-Test entspricht einem Wald-Test.

— ( , p. 424) warnen (bei Modellen, die nichtlinear
in den Parametern sind) vor der Benutzung von gewdhnlichen ¢-Teststatistiken,
da sie auf der Wald-Teststatistik basieren. Alternativ kann man den LR-Test

verwenden.

— Es ist nur eine Schatzung unter A notwendig.
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3.6.3. Lagrange-Multiplikator-Test (LM) Test oder
Score-Test

e Teststatistik und asymptotische Verteilung:
Es bezeichne 8 den ML-Schatzer des restringierten Modells (unter Hy).

— LM-Version der Teststatistik
LM = X' R(O)Var(®)R(0)'A -5 (q), (3.39)
wobei X den Vektor der Lagrangemultiplikatoren bezeichnet.

— Score-Statistik

ol

v O] ey O
0

Var(0)

; 50 > (). (3.40)

6
e Ableitung:
— Man schatzt das Modell nur unter der Nullhypothese.

— D. h. man muss die Log-Likelihood unter Nebenbedingungen r(0) = 0 ma-
ximieren. Hierzu lasst sich der Lagrange-Ansatz verwenden und man maxi-
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miert die Lagrangefunktion
LO,N)=10)—1(0)" X, (3.41)

wobei der Vektor A alle ¢ Lagrange-Parameter enthilt. Die Bedingungen erster

Ordnung fiir den restringierten ML-Schitzer 0 lauten:
ol

- ~T~:
5| —ROTA=0

é ~

r(@)=0.

— Mit Hilfe einer Taylorapproximation erster Ordnung ergibt sich fiir den Score-
Vektor unter H

ol ol ol -
—| ~—=| + 0—20,).
00l 00|,  0000" 00( )
— Da fiir den restringierten Schitzer 0
ol -
—| =R(0)'A
00|, (9)

und unter H,, siehe (3.38),

~

r(0) ~ R(0,)(0 — 6)
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gilt, erhalt man

m >T\F}‘_la§aeT f(g ‘90) \Lf

5R(90)\/ﬁ (é - 90) ~ 0,

wobei noch jeweils die Gleichungen mit % multipliziert wurden.

3_
00

— Als nichstes ersetzt man R(6)” durch R(0,)" (unter Hy ist der Approximati-
onsfehler asymptotisch Null). Mit der Definition der Hesseschen Matrix H(8)
erhalt man in Matrixschreibweise

1<H<90> R<90>T> Vi (6-60)\ <w§e>
n\ R(

) 0 VA 0

— Nunmehr muss die partitionierte Matrix invertiert werden.
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— Regeln zur Invertierung partitionierter Matrizen
( , , Section 3.5.3, (2) und (3))

A und (D — CA~'B) invertierbar:

-1
(A B> B <A1 +A'B(D-CA'B)"'CA! —A'B(D- CAlB)1>

3.42
C D —(D - CA"'B)"'CA! (D — CA~1B)! (342)

D und (A — BD!C) invertierbar:

-1
A B\ (A—BD"'C)! —(A-BD"'C)"'BD! (3.4
C D ~-D!C(A-BD'C)"! D !4+D"'C(A-BD'C)'BD"! '

— Mit (3.42) ergibt sich fiir den Vektor der Lagrange-Multiplikatoren

1 al

VA ~ n [R(60)H(0,) "R(6)"] " R(6,)H(6,)" 7n 06|,

und mit (ML.5)
1 _ -1 , 1 0l
NG - - \/n 08

B




Fortgeschrittene Okonometrie — 3.6.3. LM oder Score-Test — U Regensburg — 30.04.2022 — 146

Damit erhdlt man unter Verwendung der asymptotischen Informationsmatrix-
gleichheit (3.28) und (3.25) die asymptotische Verteilung

\/1%5\ . N (0,BZ(6,)B")
;ﬁx "y v (0. [R(O,)Z(0) R(0)"] ).

Da die Kovarianzmatrix q Freiheitsgrade hat, ist die quadratische Form unter
H

bzw.

A [RO0Z(00) R00)] A - 1)

asymptotisch y*-verteilt mit ¢ Freiheitsgraden. Um eine Teststatistik zu er-
halten, schitzt man die Informationsmatrix nZ(6,) unter Hy mit einem kon-

sistenten Kovarianzschitzer Var(8) = [nI(HO)} und man erhalt die LM-
Version (3.39)

LM = X R(O)Var(0)R(0)"X -4 *(q).

— Die Score-Statistik (3.40) erhalt man, indem man den Vektor der Lagrange-
Multiplikatoren durch den Score ersetzt (aus Bedingungen erster Ordnung).
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e Einige Anmerkungen

— Fiir das normale lineare Regressionsmodell mit streng exogenen Regresso-
ren ergibt sich fiir die Score-Funktion und die Fisher Informationsmatrix

_ ol - 1
2 _ _ T _ __XT~
1(8y,00) = E oy o _ ' X'F (un' |X) X] = E (X'X)
m 86 Bo 85 ! Bo 061 0(2) |

wobei das letzte Gleichheitszeichen nur bei homoskedastischen Fehlern gilt.

Vernachlassigen des Erwartungswertes und Einsetzen in eine der beiden LM-

Versionen ergibt
u! X(XIX)"1XTa

2
= X (q).

Indem o7 aus den Residuen des restringierten Modells geschitzt wird, erhilt

man die Lagrange-Multiplikator-Statistik (LM) Statistik im Falle des
linearen Regressionsmodells
! X(XIX) "1 XTa 4

LM = s v2(q). 3.44
n T X"(q) (3.44)
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Die L M-Statistik hat im Gegensatz zur F'-Statistik keine exakte F-Verteilung,
da der Zahler und der Nenner in endlichen Stichproben stochastisch nicht un-
abhangig sind. Deshalb lasst sich nur die asymptotische Verteilung berechnen.
Dies erklart, weshalb im normalen linearen Regressionsmodell mit linearen Re-
striktionen der LM-Test nicht verwendet wird.

— Die asymptotische Verteilung von (3.44) gilt auch, wenn die Fehler nicht nor-
malverteilt sind. Wieso?

— Die Berechnung der LM-Teststatistik ist sehr einfach, wenn Nullre-
striktionen getestet werden sollen. Dann erhalt man u aus der Regression

y — XTBStT./BrestT_ + u
und berechnet das BestimmtheitsmaB 12 fiir die Hilfsregression
u=Xvy+vV.

Dann kann gezeigt werden, dass

SSE
LM = n=—= = nR?>—+?
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wobei SSE = ul g{(XTX) 'X" @ und SST =u'uist.
Px

— Die LM-Teststatistik ist invariant gegeniiber Reparameterisierungen.
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Noch einige allgemeine Bemerkungen:

e Die LM- und die Wald-Statistik sind zwei unterschiedliche Approximationen der
L R-Statistik, da keine der beiden Ersteren die Schatzung des restringierten als
auch des unrestringierten Modells erfordert. Ein Vergleich der drei Testprinzipien

zeigt folgende Abbildung

Hypothesentests und quadratische Approximation der Likelihood

1 : —— Log Likelihood
— — LM Approximation
| — = Wald Approximation |

1(6)

1(8)appr
N

< /
. / 3
<3 /
g ‘
1D '
h—d ' T
AN
! \
: \
1 \
\
! \
S ! \
@ ...l
= 1 !
~LR |
2 !
f

>
DU oo

appr
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e Fiir das normale lineare Regressionsmodell mit linearen Restriktionen und
unbekannter Fehlervarianz oy gilt, dass

LM < LR <W.
Wenn oy bekannt ist, sind alle drei Tests numerisch identisch und exakt x*(q)-
verteilt, siehe z.B. (2004, S. 432).
. ( . S. 428-429) empfehlen zur Approximation der

endlichen Stichprobenverteilung aller drei Testverfahren Bootstrap-Verfahren zu
verwenden.

e Man beachte, dass die vorliegende Testtheorie viel allgemeiner ist als die fiir
das KQ-Modell besprochene Testtheorie fiir den Fall linearer Restriktionen. Im
vorliegenden Fall konnen auch nichtlineare Restriktionen getestet werden und die
Art des Modells wird nur durch die Regularitatsbedingungen an die Likelihood-
Funktion beschrankt!



Fortgeschrittene Okonometrie — 4. Verallgemeinerter KQ-Schitzer und Anwendungen — U Regensburg — 30.04.2022 —
152

4. Verallgemeinerter Kleinst-Quadrate-Schatzer und seine
Anwendungen

e Das einfache lineare Modell lautet:
y = X3+ u, EulX)=0, Var(uX) =01

In der Praxis ist die Annahme homoskedastischer und unkorrelierter Fehler haufig
verletzt.

e \erallgemeinertes lineares Modell mit (streng) exogenen Regressoren:
y = X8+ u, EulX)=0, Var(uX)=Euu|X)=Q (41)

wobei angenommen wird, dass die Kovarianzmatrix €2 positiv definit ist:
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Q=Var(uX)=F [(11 — EpuX])(u-F [u|XDT}

( Var(up|X) Cov(ug, usg|X) --- Cov(ul,un|X)\
Cov(ug, u1|X)  Var(us|X) -+ Cov(ug, u,|X) (4.2)

\Cov(un,uﬂX) Cov(uy, us|X) -+ Var(u,|X) )

Speazialfille:

— Das einfache lineare Modell ist ein Spezialfall: 2 = o°I.

— Ist € eine Diagonalmatrix mit w? = Var(w|X) # w? fiir einige s,t,s # t,

(w% 0 --- O\
0

2
0 wi -

L0 0 - w2

sind die Fehler nicht korreliert, aber heteroskedastisch.

: (4.3)
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e Heteroskedastie liegt vor, wenn die Fehlervarianz und damit die bedingte Vari-
anz der abhangigen Variable gegeben die Informationsmenge (); oder auch Teilen
davon nicht konstant ist, also gilt:

Var(u|Qy) = w? # o7, (4.4a)
Varlylon) = B (s~ Bl 0] = ER2Q] = (4.40)
— Beispiel:

* Die Varianz der Exporte hangt vom BIP des Exportlandes ab.
x Die Varianz der Konsumausgaben hangt von der Hohe des Einkommens ab.

— Ein ziemlich allgemeines Modell fiir E[u?|Q);] lautet:
V&T(Ut‘9t> = E[U?|Qt] = h(5 + Z{Y), Zt < Qt. <45)

Drei Falle sind zu unterscheiden:

* Die Funktion h(-) ist inklusive aller Parameterwerte fiir 9, v bekannt, dann
Verwendung des GLS-Schéatzers (4.7), siehe Abschnitt 4.1.

* Die Funktion h(-) ist parametrisch, aber die Parameter 9, 7y sind unbekannt,
dann Verwendung des FGLS-Schatzers (4.17), sieche Abschnitt 4.2.1.
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* Die Funktion h(-) ist vollstindig unbekannt, dann Verwendung von heteroskedastie-
robusten Standardfehlern, siehe Abschnitt 4.3.
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4.1. Verallgemeinerter Kleinst-Quadrate-Schatzer

e Verallgemeinerter Linearer Kleinst-Quadrateschitzer (generalized least
squares estimators (GLS estimator)):

Bers = (XTQ'X) " X0 ly.

e Ableitung:

— Cholesky-Zerlegung: Fiir jede symmetrische positiv definite Matrix A exis-
tiert eine Zerlegung BB!, wobei B eine eindeutige untere Dreiecksmatrix
ist mit positiven Elementen auf der Diagonale ( ( , Section 5.9.2),

(1996, Section 6.2.3 (2))).

— Da €2 symmetrisch positiv definit ist, existiert eine eindeutige untere Dreiecks-

matrix W, so dass
Q! =ow!l
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— Multiplizieren des verallgemeinerten linearen Modells (4.1) von links mit ¥’

liefert

T, _ a7 T
UL
y
y' = X8+ u’, (4.6)
wobei W' genau so gewshlt wurde, dass E [u* (u)” \X} = I (verifizieren!).

— Damit erfiillt das Modell mit den transformierten Variablen die Annahmen des
einfachen linearen Modells an die Kovarianzmatrix des Fehlervektors, sodass
sich der KQ-Schatzer anwenden lasst und daraus der GLS-Schatzer folgt:

Baws = (X7 X)) (x)y (4.7a)
- (X"e¥'X) " XTwuly (4.7D)
- (X"Q'X) ' xXTQly. (4.7¢)
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— Der GLS-Schétzer lasst sich auch direkt aus den (theoretischen) Momenten-
bedingungen

X'w (¢'y —0'XB)=0
X'l y-X8)=0 (4.8)
ableiten, bzw. auch aus der Minimierung der SSR des Modells (4.6).
e Annahmen zur Bestimmung der Schatzeigenschaften
(vgl. Abschnitt 1.1 zu KQ-Annahmen)
— (B1) Das Modell ist korrekt, d.h. der DGP ist im Modell (4.1) enthalten.
—(B2’) u/X ~ (0,9Q).
— (B3) Keine perfekte Kollinearitit in der Regressormatrix X.
—(B4’) u|X ~ N(0,€).

Beachte, dass die Annahmen (B2’) bzw. (B4') schwacher als die urspriinglichen
Annahmen (B2) bzw. (B4) sind. Bedingt auf X kann sowohl Heteroskedastie
als auch bei Zeitreihendaten Autokorrelation in den Fehlern vorkommen.
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e Schatzeigenschaften des GLS-Schatzers in endlichen Stichproben:

— Unter (B1), (B2a) und (B3) ist der GLS-Schatzer erwartungstreu
E (BGLS) =p.
— Unter (B1), (B2’) und (B3) hat der GLS-Schatzer Kovarianzmatrix
Var (BosX) = (x97Xx7)
— (X" 'X) " (4.9)

und ist BLUE, d.h. effizient. Nachweis siehe unten bei allgemeinem Momen-
tenschatzer.

e Allgemeiner Momentenschatzer: Fiir eine gegebene Stichprobe seien die
(1 x k)-Vektoren von Variablen W, = (Wﬂ Wy - Wtk), t=1,...,n,

in der Matrix W’ = (WlT wi ... WZ;) zusammengefasst. Unter der An-

nahme/Eigenschaft
EulX,W)=0

ergibt sich ein Momentenschatzer durch Schatzung der theoretischen Momente
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E[W!w;] = 0 auf Basis der daraus resultierenden Momentenbedingungen fiir

eine gegebene Stichprobe mit
W' (y —Xg)=0.
Man erhalt:
Bw = (W'X)" W'y,
Damit ergibt sich die Kovarianzmatrix
Var(Bw|X, W) = (W'X) " Wiaw (X"W) .
GLS ist ein spezieller Momentenschatzer (vgl. (4.8)) mit
W =0 'X.

Die Differenz der Prazision eines allgemeinen Momentenschatzers und der Prazision

des GLS-Schatzers ist positiv semidefinit.

~

Da jeder lineare unverzerrte Schatzer 3 = Ay mit AX = I als Momen-
tenschatzer dargestellt werden kann (wegen y = X3 + u folgt Au = 0), ist
damit der GLS-Schatzer effizient.
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e Berechnen von GLS-Schatzern

— Ist n groB, bendtigt das Speichern und Invertieren von €2 viel Speicherplatz
(n = 10000 benétigt bspw. 1600 MB.) Deshalb besser: Vorheriges Anwenden
von W ohne Abspeichern von W (sofern méglich).

— Gewichteter Kleinst-Quadrate Schatzer (weighted least squares (WLS))

u; heteroskedastisch und unkorreliert (d.h. €2 diagonal). Damit ist €2 diagonal
(4.3) und der Ansatz (4.6) lautet

1 U
%:_Xt13_|__t

Wt Wt Wt
mit Var(u;/wi|X) = 1. Interpretation, Berechnung und Hinweise:

x Beobachtungen mit groBer Fehlervarianz erhalten weniger Gewicht.

x Wie Auswahl der Gewichte? Abhangig von Datenstruktur, z.B. durch eine
Linearkombination erklarender Variable (Beispiel: Einkommenshohe) oder
Durchschnitte in verschiedenen Gruppen.

x R fiir gewichtete KQ-Schitzung mit Modell (4.6) berechnen, da die geschitzten
Residuen auf ¥’ X orthogonal stehen, jedoch nicht auf X.
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* Fiir die nichtgewichtete Schitzung verwendet man am besten R? = Corr (U, yt)2.
e Asymptotische Schatzeigenschaften des GLS-Schatzers

Bors = (XTQ'X) ' X"y = g, + (X"Q'X)  X'Q 'u,
Die Annahmen (A1), (A2) bzw. (A3) miissen entsprechend modifiziert werden,
damit analog ein LLN und ein CLT gelten:
— (AY’) plim ,_ 1XTQ "X = Syrq-1x, Sxrq-1x hat vollen Rang.
— (A2’) Es gilt ein LLN fiir X"Q u/n.
— (A3) XL %, N (0, Sxrg1x).

Dann lasst sich mit der bereits bekannten Vorgehensweise zeigen, dass der GLS-
Schéatzer

— konsistent ((B1), (B3) (A1’), (A2’)) und
— asymptotisch normalverteilt ((B1), (B3) (A1’), (A3’)) ist:

vn (BGLS - ﬂo) 5 N (07 S;TQ—1X) :
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o Oft ist W bzw. 2 unbekannt und muss geschatzt werden. Dann ist der GLS-
Schatzer nicht anwendbar und muss durch folgenden Schatzer ersetzt werden.

e R-Befehl: Im( ,weights=), wobei weights die Gewichte 1/w? iibergeben wer-
den muss.
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4.2. Feasible GLS

e |st die Fehlerkovarianzmatrix €2 unbekannt, muss diese modelliert werden.
e Asymptotische Eigenschaften von FGLS
— Kurz gesagt, der FGLS-Schatzer

A o~ —1 ~—
Brers = (XTQ 1X) XTQ 'y (4.10)

ist konsistent und asymptotisch normalverteilt, wenn die Fehlerkovarianzmatrix
() korrekt spezifiziert ist und konsistent geschatzt werden kann.

— Der Beweis ist aufwandiger, die ldee jedoch recht einfach. Sie ergibt sich aus
den asymptotischen Eigenschaften des GLS-Schatzers. Diese bleiben fiir den
FGLS-Schatzer erhalten, wenn gilt

l ,ra-1 1

plim, . —X'Q X =plim, , —X'Q'X, (4.11a)
n n
l a1 1

plim, .. —X'Q u=plm, . ~X'Q ' (4.11Db)

n n
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x |.A. erfordert dies, dass in der ersten Stufe der 3-Vektor konsistent geschatzt
wird, so dass aus den durch 1 konsistent geschatzten Fehlern z.B. ~ in (4.5)
und damit €2 konsistent geschatzt werden kann.

x Achtung: Ist €2 nicht diagonal, ist der KQ-Schatzer fiir die erste Stufe i.A.
inkonsistent! In diesem Fall sind andere Schatzverfahren notwendig.
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4.2.1. Modellierung heteroskedastischer Fehler

e Ein hiufig geeignetes Modell zur Modellierung von Var(u|€);) = w? ist
E[u?|Qy] = e"T47 = 2%t (4.12)
Die Gleichung (4.12) spezifiziert die Funktion h(-) in (4.5) als h(-) = exp(-).
Wird fiir eine Zufallsvariable v, festgelegt, dass
Elv|$2%] =0 und Var(v|Q) =1,

lasst sich u? schreiben als

2 _ 0+Z4y, 2
Uy = € Uy

(4.13)

so dass (4.12) gilt. Um & und v mit einer linearen Regression schatzen zu kénnen,
wird (4.13) logarithmiert:

Inui =+ Zy + Inv?. (4.14)
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Da E[lnv?] # In E[v] = 0 (Jensen-Ungleichung (A.15), siehe Abschnitt A.3),
verwendet man folgenden Trick:

Inu; = 0+ E[lnvfl%—zt’y + (Inv; — Ellnvy))

hg n; wobei E(mi| Q] = 0.

e 2-stufiger Schatzer:

1. Schritt: Schatze das Modell (4.1) mit KQ und speichere die Residuen

u= MXy.
Einsetzen der Residuen in (4.15) zur KQ-Schatzung von ¢" und ~
Ina; =8 + Zy + Fehler. (4.16)
2. Schritt: Schatze (4.6)-Ansatz mit W7 = exp(ZY)
1
LR O (4.17)
Wt Wt Wt

Der Faktor ¢’ kann weggelassen werden, da er fiir alle Beobachtungen konstant
ist.



Fortgeschrittene Okonometrie — 4.2.2. Modelle mit autokorrelierten Fehlern — U Regensburg — 30.04.2022 — 168

e FGLS oder KQ mit heteroskedastierobusten Standardfehlern? Die Frage
ist wie gut €2 geschatzt werden kann. Je unpraziser, desto eher wird man den KQ-
Schatzer mit heteroskedastie-robuster Varianz-Kovarianzmatrix, siehe Abschnitt
4.3 nehmen.

e Es ist moglich, den FGLS-Schatzer zu iterieren. Dies hat keinen Einfluss auf die
asymptotischen Eigenschaften, jedoch auf die Schatzeigenschaften in endlichen
Stichproben.

4.2.2. Modelle mit autokorrelierten Fehlern

Siehe (2004, Sections 7.6-7.9).
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4.3. Heteroskedastie-robuste Standardfehler bei
KQ-Schatzung

e Ableitung heteroskadastie-robuster Standardfehler

Liegen heteroskedastische Fehler vor, dann ist die Varianz-Kovarianzmatrix des
KQ-Schatzers gegeben durch (siehe Handout Methoden der Okonometrie,

Kapitel 9)
Var(BIX) = (XTX) "' X"V ar(u)X) X(X"X)™! (4.18)
= (X' X)X X (X' xX)" (4.19)

Diese Varianz-Kovarianzmatrix wird oft als sandwich covariance matrix be-
zeichnet, wobei (X1 X)~! die , Brotscheiben" darstellen. Die Varianz-Kovarianzmatrix

von ineffizienten Schatzern haben oft diese Form.

e Eine alternative Darstellung des “Belags” ist:

X"OX =) WX X,
t=1
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Da Eu?|X] = wt, kann man w? durch den , Durchschnitt auf Basis von einer
Beobachtung" u? schitzen. Dies ist natiirlich kein besonders guter Schitzer aber
fur unseren Zweck tut er's. Da u; unbekannt ist, nimmt man das Residuum ;.

Demnach kann man die Kovarianzmatrix (4.19) des KQ-Schatzers bei Heteroske-

dastie mittels

Var(B1X) = (X'X)~ (ZafxTxt> (X'X)™! (4.20)

t=1

schatzen.
e Anmerkungen:

— Die Standardfehler, die man aus (4.20) erhilt, bezeichnet man als hetero-
skedastie-robuste Standardfehler oder auch als White-Standardfehler.
Letztere Bezeichnung fiihrt auf Halbert White zuriick, einen Okonometriker an
der University of California in San Diego.

— Fiir ein einzelnes Bj kann der heteroskedastie-robuste Standardfehler kleiner
oder groBer sein als der gewohnliche KQ-Standardfehler.
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— Es kann gezeigt werden, dass der KQ-Schatzer B keine bekannte endliche
Stichprobenverteilung mehr besitzt, wenn man heteroskedastie-robuste Stan-
dardfehler verwendet. Er ist jedoch unter recht allgemeinen Bedingungen asym-
ptotisch normalverteilt. Es bleiben also die kritischen Werte und die p-
values approximativ giiltig, falls man (4.20) verwendet.

— In ( , Section 5.5) wird erklart, warum (4.20)
ein konsistenter Schatzer von (4.19) ist.

— Der KQ-Schétzer ist unabhéangig von der Wahl der Standardfehler (White oder
nicht-White) unverzerrt und konsistent, da die Annahmen (B1), (B2a),
(B3) von Heteroskedastie unberiihrt bleiben.

— Der KQ-Schatzer ist aber im Fall heteroskedastischer Fehler (asymptotisch)
nicht effizient, da gezeigt werden kann, dass die Differenz der (asymptoti-
schen) Prazision des KQ-Schatzers und des (F)GLS-Schatzer positiv semide-
finit ist. Ist also etwas liber die funktionale Form der Heteroskedastie bekannt
und liegen geniigend Stichprobenbeobachtungen vor, sollte der FGLS-Schatzer
verwendet werden.
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e Alternative Schatzer von (4.19) und deren Bezeichnungen in
( , Section 5.5) und den R-Paketen car oder sandwich.

— ,HCO0": White-Standardfehler (4.20).

— ,HC1": Multipliziert White-Standardfehler (4.20) mit n/(n — k). (Default in
EViews.)

— ,HC2": Ersetzt 47 White-Standardfehler (4.20) durch 42/(1 — h;), wobei h;
das t-te Diagonalelement von Px ist.

— ,HC3": Ersetzt 47 White-Standardfehler (4.20) durch @?/(1 — hy)?, wobei h;

das t-te Diagonalelement von Px ist.

Alle Korrekturen haben zum Ziel, die Unterschatzung der Fehlervarianz durch
Verwendung der Residuen anstelle der Fehler, siehe Abschnitt 77, zu korrigie-
ren. Zur genaueren Begriindung der jeweiligen Korrekturen siehe

( , Section 5.5).
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e R-Befehle zur Berechnung heteroskedastie-robuster Varianz-Kovarianzmatrizen:
— Paket car: hcmm(model,type="hcl")
— Paket sandwich: vcovHC (model,type="HC1")

e R-Befehle zur Berechnung heteroskedastie-robuster Teststatistiken mit Paket car:

— coeftest(model,vcov=hccm(model,type="hcl")) liefert iiblichen Re-
gressionsoutput mit heteroskedastie-robusten Standardfehlern.

— linearHypothesis(,vcov=hccm(model,type="hcl")) liefert F'-Test mit
heteroskedastie-robuster Varianz-Kovarianzmatrix.
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4.4. Empirische Analyse von Handelsstromen: Teil 3

Fortsetzung der Analyse von Modell (77):

In(Importe;) = By + B2 In(BIP;) + B3 In(Ent fernung;)

77?7
+ 64 Offenheth —+ /85 1n<FlCL€Ch6> + ;. ( )

e Eliminieren von missing values bzw. not a number (NAN) bzw. not availa-
ble/not applicable (NA) (in R):
Im verwendeten Datensatz kommt fiir die abhangige Variable Importe eine NA
vor, die im weiteren Verlauf des R-Programms dazu fiihrt, dass der Residuenvek-
tor weniger Zeilen hat als die Regressormatrix. Deshalb ist es sinnvoll, vor Beginn
der Schatzungen diese Beobachtung aus dem data frame zu eliminieren. Wenn
der urspriingliche data frame mit daten_all bezeichnet wird, geht dies mit dem

Befehl

daten <- daten_all[!is.na(daten$trade_0_d_o),]

Erst danach den Befehl attach(daten) verwenden, damit R im richtigen data
frame sucht!
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e FGLS-Schitzung
R-Code

mod_formula <- log(trade_0_d_o) ~ log(wdi_gdpusdcr_o) + log(cepii_dist)

+ ebrd_tfes_o + log(cepii_area_o)
# FGLS-Schatzung

# 1. Schritt
model_kq <- lm(mod_formula)
resids <- residuals(model_kq)
fits <- fitted(model_kq)

mod_formula_ln_u_squared <- log(resids”2) ~ log(wdi_gdpusdcr_o) + log(cepii_dist) + ebrd_tfes_o + log

# 2. Schritt
omega <- exp(fitted(lm(mod_formula_ln_u_squared)))
model_gls <- 1lm(mod_formula, weights=1/omega)
(summary (model_gls))
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Man erhalt:

Call:

lm(formula = mod_formula, weights = 1/omega)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-4.8020 -1.1872 0.4694 1.2607 3.0480

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>[t|)
(Intercept) 2.02361 1.23595 1.637 0.108703
log(wdi_gdpusdcr_o) 1.07937 0.05679 19.008 < 2e-16 *xx
log(cepii_dist) -0.88760 0.10985 -8.080 3.1e-10 *x*x*
ebrd_tfes_o 0.26335 0.17878 1.473 0.147863
log(cepii_area_o) -0.20314 0.04777 -4.253 0.000108 x*x*x*
Signif. codes: 0 “**x> 0.001 ‘**x’ 0.01 ‘*x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ ’ 1

Residual standard error: 1.884 on 44 degrees of freedom
Multiple R-squared: 0.9341, Adjusted R-squared: 0.9281
F-statistic: 155.8 on 4 and 44 DF, p-value: < 2.2e-16
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e Heteroskedastie-robuste KQ-Schatzer
(coeftest(model_kq,vcov=hccm(model_kq,type="hcl")))

liefert

t test of coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)

(Intercept) 2.427777 1.337400 1.8153 0.076298 .
log(wdi_gdpusdcr_o) 1.025023 0.070679 14.5024 < 2.2e-16 **x*
log(cepii_dist) -0.888646  0.120775 -7.3579 3.428e-09 *x*xx
ebrd_tfes_o 0.353154 0.180896 1.9522 0.057290 .

log(cepii_area_o) -0.151031  0.050657 -2.9814 0.004662 x*x*

Signif. codes: O “*%%’ 0.001 ‘xx’ 0.01 ‘x’ 0.05 “.” 0.1 ¢ > 1

e Zusammenfassen der Ergebnisse in einer Tabelle: Outputtabelle fiir
Modell (7?) fiir unterschiedliche Schatzer

Ergebnis: Sowohl die Parameterschatzungen selbst, als auch die Standardfehler
unterscheiden sich nicht grundlegend. Mogliche Ursache: Es liegt keine Heteros-
kedastie in den Fehlervarianzen vor.
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Abhangige Variable: In(Importe nach Deutschland)
Unabhéangige Variablen/Modell ~ OLS FGLS

Konstante 2.427 2.024
(2.132)  (1.236)
[1.337]
In(BIP) 1.025 1.080
(0.076)  (0.057)
[0.070]
In(Ent fernung) -0.888 -0.888
(0.156)  (0.110)
[0.120] Anmerkungen:  KQ- bzw. FGLS-
Of fenheit 0.353 0.263 Standardfehler in runden, White-
(0.206)  (0.179) Standardfehler in eckigen Klammern
[0.180]
In(Flaeche) -0.151 -0.203
(0.085)  (0.048)
[0.050]
StichprobengroBe 49 49
R? 0.906 0.9055
Standardfehler der Regression 0.853
Residuenquadratsumme 32.017
AlC 2.6164
HQ 2.6896

SC 2.8094
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4.5. Paneldaten

e Paneldaten werden sowohl liber die Zeit, als auch tiber einen Querschnitt erho-
ben und daher mit einem Doppelindex versehen:

— Querschnitt: ¢ = 1,...,m (z.B. Individuen)
— Langsschnitt: £ = 1, ..., T (Zeit)
Die Gesamtanzahl der Beobachtungen ist n = m//".

e Das lineare Paneldatenmodell lautet:
k
yitzzgjit,lﬁl_l_uit) izla”‘am; t:17"°7T7
=1

bzw.
Vit = Xy +uy, i=1,....m, t=1,...,T (4.21)

wobei X;; ein (1 x k)-Vektor von Regressoren ist.
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e Durch geeignete Anordnung erhalt man wieder einen Ansatz y = X3 + u, z.B.
kann man die n = m’/" Beobachtungen wie folgt stapeln:
alle 7" Beobachtungen von Individuum 1,
alle 7" Beobachtungen von Individuum 2,

alle 7" Beobachtungen von Individuum m.

(yn\ /$11,1 11,2 - 51011,1@\ /Un\
yir TiT1 X112 *** TIT)k 3 ujT
1
Yor | | L2101 X212t 21k _ | u21
Br
Yar LToT1 X212 *** T2Tk T UaT
Y31 31,1 312 - T3k usy
N—— ~/ N——

-~
y X u
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e Im Paneldatenkontext ist es unrealistisch, fiir den Ansatz
yit:XitIB—i_uita 7::1,...,777,, tzlaaT

von |ID-Fehlern u;; auszugehen. Es ist daher wichtig, sich die Abhangigkeits- und
Kovarianzstruktur des Fehlervektors u inhaltlich (und exemplarisch) klarzuma-
chen.

e Mogliche Korrelationen in den Fehlern u;;:

a) Schocks beeinflussen alle Beobachtungen eines Individuums 7, d.h. w;y, ... u;7
sind korreliert.

b) Schocks beinflussen alle Beobachtungen zu einem Zeitpunkt ¢, d.h. u;; und
w;; sind korreliert.

c) Es liegen sowohl Fall a) als auch Fall b) vor.
d) Die Fille a), b) bzw. c) gelten nur fiir einige Beobachtungen.

|gnoriert man die Kovarianzstruktur in den Residuen: ineffiziente Schatzer und
inkonsistente Schatzung der Kovarianzmatrix des Schatzers.

Falls also nicht E[uu’|X] = ¢°I gilt, ist KQ ineffizient (warum?)
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e Das Fehler-Komponenten-Modell (error-components model)
Lerlegung der Fehler u;; in unabhangige Komponenten

Uit = € + UV + €4 (422)

wobei der Fehler e; alle abhangigen Variablen zum Zeitpunkt ¢ beeinflusst, der
Fehler v; alle abhangigen Variablen des Individuums 7 beeinflusst und ¢;; allein
die abhangige Beobachtung des Individuums 7 zum Zeitpunkt .

— Je nach Annahmen beziiglich der nicht-individuellen Fehler e; und v; ergeben
sich unterschiedliche Paneldatenmodelle, die auch unterschiedliche Schatzverfahren
erfordern.

— In diesem Abschnitt werden folgende Vereinfachungen angenommen:
*€t:O,t:1,...,T,

* X ist exogen. (Erlaubt man auch verzdgerte endogene Variablen, wird alles
komplizierter.)
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— Unter Beachtung von (4.21) und (4.22) mite; =0, ¢t = 1,...,T, gehen wir
also von folgendem Ansatz aus:

yir = v; + XyB + €

— Beispiel: Lohngleichungen. Dabei konnte

x 1/;+ z.B. der log des Lohneinkommens des Haushaltsvorstandes von Haushalt
» zum Zeitpunkt ¢ sein,

* X;; Variablen wie etwa Berufserfahrung, Lohnspreizung (q.75(y) — q.25(v))
und Arbeitslosenquote enthalten, und

x v; der fixe Effekt sein, der alle haushaltsspezifischen, zeitinvarianten Effek-
te erfasst die nicht als Regressoren beriicksichtigt werden, z.B. die nicht-
beobachtbare Begabung des Haushaltsvorstandes von Haushalt 7.
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— Zur Modellierung der individuenspezifischen Fehler v; existieren zwei weitver-
breitete Modellansatze:

+ Dummy-Variablen-Modell (Fixed-Effects-Modell):
Man interpretiert

als feste, jedoch unbekannte Parameter, die eine individuenspezifische Mo-
dellierung der Konstanten erlauben und mit Dummyvariablen geschatzt wer-
den konnen.

+ Fehlerkomponentenmodell (Random-Effects-Modell):
Die v; werden als Zufallsvariablen betrachtet, so dass die

Uit = Vi + €t

fir jedes Individuum iiber die Zeit hinweg korreliert sind. In der Schatzung
werden sie im Rahmen von (F)GLS-Ansatzen beriicksichtigt.
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e Das Dummy-Variablen-Modell (Fixed-Effects-Modell)

Es enthalte X keine Konstante und die Dummyvariablen d;; sind wie folgt defi-
niniert:

1 falls die i-te Beobachtung der Periode ¢ zur Gruppe 7 gehort
it =
0 sonst.

Dann lasst sich das Dummy-Variablen-Modell schreiben als

Yit = X8 + dyv; + €y
y=XB8+Dn+e, Elee'|X, n =01 (4.23)

— Annahmen:
Der Vektor  kann als Parametervektor aufgefasst werden. Wird der Vektor
1 jedoch als zufillig vorausgesetzt, dann muss folgende Annahme getroffen

werden:

Der Vektor der fixed effects 1 ist unabhangig von ¢;;. Der Vektor n
kann jedoch mit den erklarenden Variablen X korreliert sein.
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— Die (mT x m) Matrix D setzt sich aus den Dummyvariablen zusammen und
lautet ausgeschrieben:

(1o.--0) 11

10---0 1 2
10---0 1T
0O1---0 2 1 _
D = : , (7 1auft in der 1. Spalte und ¢ in der 2. Spalte)
0O1---0 2 T
00-.---0 3 1
@0-~1} m T

Der Vektor ) fasst alle m fixed effects v; zusammen.
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— Schatzung;:
Da g|X,n ~ IID ist, kann der KQ-Schatzer fiir 3 angewendet werden. Er

ergibt sich bei gegebenen 17 aus den Momentenbedingungen

E[Xj(ys —XuB—v)] =0, i=1,....m, ,t=1,...,T,
E[yit_Xit/B_Uz’]zop ’I;:l,...,m, ,tzl,...,T.

Um das Dimensionalitatsproblem (i.e. jede Menge unbekannte Parameter) zu
umgehen, wendet man das FWL-Theorem an und berechnet aus

MDy = MDXB + Restduen
den KQ-Schétzer fiir 3 in (4.23)
Brp = (X'MpX) " X"Mpy. (4.24)

Dabei ist Mp die idempotente Projektionsmatrix Mp = I, —D(D' D)~ ‘D',
Wegen D'D = T1,, und (D'D)~! =771, gilt Mp =1, — T"'DD"'.
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Der Fixed-Effects Schatzer fiir 3 hat eine einfache Interpretation, denn
dieser Schatzer entspricht dem KQ-Schatzer des mittelwertbereinigten Modells

k
’yit—gi.:Zﬁk(itit’l—fi.’l)—l—&“it—gi., r=1,....m, t=1,...,T.
[=1

Dabei sei x; die [-te Spalte aus X (mit den Elementen z;;) und Z; ; der
Gruppendurchschnitt (group mean) der Gruppe ¢ bei Variable [.

Man bezeichnet diesen Schatzer auch als Within-Group-Schatzer, da er
alle Gruppendummyvariablen v; eliminiert. Letztere konnen durch

V; = Yi — (51_6@1 Tij.2 .. i’zk) Brp

geschatzt werden (verifizieren!).
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— Algebraische Ableitung des Within-Group-Schatzers

(Zle xlt,l\ (3_31.71\
(]:)T]:))_1 DTXZ — lDTXZ _ l Zle L2t _ T2.1

T T _ |
\Zle xmt,l) \J_fm.,l)
(3_71-,[\ ( Y11 — gl. \

10 Y12 — ?]1.

L1 YT — Y1.

T2l Yo — 1Yo.

3_33'7l Y31 — ?]3.

J_:m.,l) \ymT _ gm)
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D.h.
Mpy = (In - PD) Yy

bezeichnet die Abweichungen der abhangigen Variablen von den jeweiligen
Gruppenmittelwerten. Entsprechend ergibt sich aus

Mpy = MpX3 + Mpe

das gruppenmittelwertbereinigte Modell
k
Yit — Yi- = Z B (CUz't,l — fi.,z) + &t — €.
=1

— Fiir den in (4.24) definierten Schitzer By (auch: least squares dummy
variables estimator (LSDV)) gilt unter Beachtung von (4.23)

. ~1
Brp = (X'MpX) X'Mp (X3, +Dn,+e¢)
=y
— B, + (X"MpX)  X"MpDn, + (X" MpX) X Mpe,
d.h. er kann auch geschrieben werden als (verifizieren!)

: -1
Brp = By + (X'MpX) X'Mpe (4.25)
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— Schatzeigenschaften in endlichen Stichproben
Fiir nicht stochastische i gilt:

x Erwartungstreue
Ist X (streng) exogen (E|e|X] = 0), dann ist

E {BFE\X} = By + (X"MpX) ' X"MpE[¢|X] = 8,

* Varianz
Var (BrelX) = o3 (X"MpX) .
Schatzer:
AT
— . gle 1
% ( X) _ XTMpX) .
ar BFEl m<T_1>_k( D )

Beachte: im Nenner wird m(T — 1) — k statt mT — k verwendet.

x Ist X exogen und 7 nicht stochastisch und gelten alle anderen iiblichen
Annahmen, dann ist der fixed-effects Schatzer BLU.
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— Asymptotische Schatzeigenschaften

Was bedeutet n — oo, wenn n = m/1T'? Hier sind die Schatzeigenschaften fiir
B und m zu unterscheiden und die Bedingungen, welche(r) Index/Indizes gegen
Unendlich streben.

(i) m fest, T'— oo und Ele|X] = 0: Konsistenz und asymptotische Norma-
litat des KQ-Schatzers gelten sowohl fiir 3 als auch fiir 7. Man beachte,
dass Ele|X] = 0 verletzt sein kann, wenn Gruppen weggelassen wurden,
die jedoch mit den X, fiir die beriicksichtigten Gruppen korreliert sind. Die
Fehler £;; konnen durch &;; konsistent geschatzt werden und somit auch Jf
durch s> = &'&/(mT — m — k).

(i) m — oo, T fest und E|e|X]| = 0: Nur 3 kann konsistent geschatzt wer-
den, die fixed effects 17 jedoch nicht, da fiir Letztere, egal wie groB m ist,
nur eine feste Anzahl an Beobachtungen zur Schatzung eines Gruppendum-

mies vorliegen.

(iii) m — oo, T'— oo und F[e|X] = 0: alles paletti.
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— Vor- und Nachteile von fixed effects Modellen:

+ erfordert keine Berechnung von (mT x T') Matrizen.

- es konnen keine Regressoren beriicksichtigt werden, die fiir eine Gruppe
konstant sind (z.B. Ausbildungsdauer im Lohnbeispiel).

- groBer Verbrauch an Freiheitsgraden, falls m groB.

- falls X mit D korreliert ist, dann weist ,BFE hohe Schatzvarianz auf.
e Random Effects Panelmodell

— Annahme: Regressoren X und zufillige Effekte (random effects) v;

sind stochastisch unabhangig von den unsystematischen Fehlern ¢, fiir alle
i,t, und v;|X ~ II1D(0, 0?).

Und: Regressoren und random effects v; sind stochastisch unabhangig:
E[Uzt|X] = E[Uz + 5it|X] = 0.

* Diese Annahme ist nicht immer realistisch (z.B. im Lohnbeispiel ...).

* Unter dieser Annahme ist der KQ-Schatzer unverzerrt, aber nicht effizient,
da uy|X £ I1D(0,0?).
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— Kovarianzmatrix der u;;
Var(uy|X)= o2 + o2
Clov (i, uis| X)= O'S, s,t=1,...,T
Cov(uy, u | X)=10, fiurallet#yj, i,7=1,...,munds,t=1,...,T.

Zusammenfassen dieser (Ko)Varianzen in einer Matrix fiir Gruppe ¢

2 2 2 2
. (% + 0 o, e o, \
il
Ug Jg + ag e Ug
Var X | = =3
wiT
2 2 2 2
\ o, o, %JF%)

bzw. fiir alle Gruppen 1 <17,7 <m

/0 - 0)

Q=FE (uu'|X) =
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— Es gilt
(1+a§/ag 1 1 \
5 1 1+o0Z/o} - 1
\ 1 1 1+a§/05)

und ein konsistenter Schatzer fiir o2 lasst sich immer finden (s.0.).
— Ist Var(v;]X) = o2 bekannt, lisst sich der GLS-Schitzer anwenden.

— Ist o unbekannt, muss es konsistent geschitzt werden und dann der FGLS-
Schatzer angewendet werden. Man nennt den entsprechenden Schatzer auch
random effects Schatzer. Um 03 konsistent zu schatzen, ist erforderlich,
dass m — oo.

D.h. dass die asymptotische Verteilung des Random Effects Schatzers
bei kleiner Gruppenanzahl m schlechte Approximationseigenschaf-
ten aufweist!
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e Darstellung des GLS-Schatzers:

— Zur Wiederholung: Der GLS-Schétzer lautet bei bekannten ¢ und o

Brr = (XTQ'X) XTQ 7y,

— Fiir groBe m und T ist diese Formel nicht giinstig. Stattdessen sollte man W
aus Q' = WW! bestimmen. Damit ergibt sich der GLS-Schitzer aus der
Regression

(I, — A\Pp)y = (I, — A\Pp) X3 + Residuen.

— Interpretation:

x Der GLS-Schatzer ist ein matrixgewichteter Durchschnitt des einfachen
KQ-Schatzers
B=X'X)"X"y
und des Between-Groups-Schatzers

Bre = (XTPpX) ' X Ppy.



Fortgeschrittene Okonometrie — 4.5. Paneldaten — U Regensburg — 30.04.2022 — 197

x Letzterer entspricht dem KQ-Schatzer fiir das Modell
Ppy = Pp X3 + Residuen.

Man beachte, dass dieses Modell genau m verschiedene Beobachtungen hat,
da die Projektionsmatrix Pp die Mittelwerte jeder Gruppe erzeugt (siehe

oben).

x Ist 02 = 0, dann gibt es keine Random Effects und der GLS-Schitzer
entspricht dem KQ-Schatzer, da A = 0 wegen

T 2 —1/2
>\:1—< 0”+1) . (4.26)

2
O¢

* |st 03 im Vergleich zu 0? sehr groB, ist im Extremfall also ag = (0, dann ist
A = 1 und der GLS-Schatzer des Random-Effects Modell entspricht dem
Fixed-Effects Schatzer, da Mp =1 — Pp.

x Fiir T' — oo erhalt man ebenfalls A = 1, d.h. fiir sehr groBe 71" sind der
GLS-Schatzer und der Fixed-Effects-Schatzer gleich.
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e Zur Wahl zwischen Fixed-Effects und Random-Effects-Modell:

— Das Random-Effects-Modell wahlt man, wenn die beobachteten Gruppen aus
einer Grundgesamtheit zufallig gezogen wurden (man also beliebig viele Grup-
pen ziehen kénnte) und die Random Effects von der Regressoren stochastisch

unabhangig sind.

— Das Fixed-Effects-Modell wahlt man, wenn man die Schatzung von 3 gegeben

die vorliegenden Gruppen anstrebt.

e Hausman-Test
Der Hausman-Test liefert basierend auf der Annahme der Unkorreliertheit zwi-
schen den zufalligen Effekten und den exogenen Variablen einen Test, um zwi-
schen fixen und zufilligen Effekten zu unterscheiden. Die Nullhypothese lautet:
“Effekte” sind mit den iibrigen Regressoren unkorreliert (Modell mit zufalligen

Effekten).

Beachte: dieser Test liefert keine Aussage “fixed /random effects liegen vor”!

Zu Problemen des Hausman-Tests siehe aktuell (2008).

Zu lesen: (2004), Kapitel 7.
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4.6. Multivariate Regression

wird in Vorlesung behandelt und spater hier erganzt.
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5. Instrumentvariablenschatzung

e Fiir die Konsistenz des KQ-Schatzers musste vorausgesetzt werden, dass fiir das
dynamische Regressionsmodell (1.2)

yr = X43 +
die Annahme (C2a) E(u|€) = 0 gilt.

e Die Annahme (C2a) ist verletzt, wenn X; mindestens eine Variable enthilt, die
als mogliche Variable fiir die Informationsmenge €); nicht in Frage kommt. Dann
gilt {X;} & € und es ist mindestens eine Variable in X; nicht vorherbestimmt
beziiglich des Fehlers u;, siehe Abschnitt 1.1.
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e Ist die Annahme (C2a) E(u;|€);) = 0 verletzt,

— dann gilt
E(u|Xy) = h(X;) # 0 fiir mindestens einige X; € X, (5.1)
wobei X den Trager der Dichte von X; bezeichnet.

— Dann ist moglich, dass
E(Xtut) = E [XtE<’U,t|Xt>] = C¢ :ﬁ'é 0 <52>
sodass dann der KQ-Schatzer inkonsistent ist, sieche XXX

e Zur Schatzung kann des linearen Regressionsmodells kann unter bestimmten An-
nahmen der im folgenden eingefiihrte |V-Schatzer verwendet werden.
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5.1. Anwendungsbeispiele fiir den IV-Schatzer

e Modellierungsfille, die im Allgemeinen den IV-Schatzer erfordern:
— Vorliegen von Regressoren, die mit Fehlern gemessen werden.
— Eine mit X; korrelierter Regressor steht nicht zur Verfiigung.
— Vorliegen eines simultanen Gleichungssystems.

— Vorliegen von endogenen Regressoren.
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5.1.1. Modelle mit Fehlern in den Variablen (error in
variables)

e Fehler in den Variablen liegen vor, wenn sich die Messwerte von den (unbeobach-

teten) tatsachlichen Werten unterscheiden.

e Beispiel: die unbeobachteten Variablen y; und z} unterscheiden sich von den
beobachteten Werten y; und x; durch die Messfehler v,; und v,

Yt = yt. + Uyta vyt|xt.7 yt. ~ [[D(O,CU;), (53

—
.C)_(
W
(@R
—_

Ty =20 4+ Uy,  Unlzl,yl ~ IID(0,w?).

Damit basiert das Regressionsmodell
yr = B+ Boat +up,  wplad,yp ~ I1D(0,07)
auf unbeobachtbaren Variablen. Wir miissen aber

Y = B + Baxr + Uy,
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schatzen, basierend auf

Yr = B1+ ol — Vgt) + vy + uf
= P1 + Boxy + Uy + vy — Doy -

~~
ug

e Auswirkungen der Messfehler gemaB (5.3a) bzw. (5.3b):
Sind die Fehler vy, vy, uf voneinander und von y?, x7 stochastisch unabhingig,
lautet die Varianz von u;

Var (wlyt,z?)) = o + wz + Baw?.

— Zu (5.3a):
Der Messfehler in der abhangigen Variable v, ist vernachlassigbar, falls wz klein
ist.

— Zu (5.3b):
Aber: v,; verursacht eine Abhangigkeit zwischen u; und x;, da mit

{ ]
Up = U + Uy — By

Tt = ZU; —|—’U$t
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E(uw;) = B [B(wai|2})] = =B (vy,) = —faw; # 0
folgt (2 # 0 vorausgesetzt).

Daraus folgt auch, dass E(u|x;) # 0 fiir einige x¢, also (C2a) verletzt ist.
Denn wiirde E(u¢|x;) = 0 fir alle x; gelten, miisste aus E [E(upx:|x;)] =
FE [0] = 0 folgen, was zu einem Widerspruch fiihrt. Damit ist die Variable x;
beziiglich des Fehlers u; nicht vorherbestimmt!

— Beachte, dass aus E(u¢|x;) # 0 fiir einige x; nicht folgt, dass F(u;) = 0.
Wieso?
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5.1.2. Simultane Gleichungsmodelle

e Klassisches Beispiel 1:
Simultane Schatzung einer Angebots- und Nachfragefunktion im Rahmen

eines partiellen Gleichgewichtsmodells.

qt = Yapt + Xf,ﬁd + uff Nachfragefunktion

q = vspr + X; 08, + u;  Angebotsfunktion.

Da sowohl ¢; als auch p; endogen sind, ist es giinstig, das Gleichungssystem

<1 d) ( t) ( g d> <Ug>

1 73 Pt :;fﬁs u?

und, sofern Yd 7é Vs iSt, ZUu
( t) (1 ’Yd> | !( gl d> ( g)]
Yo 1 Vs Xf,@s uf '

Man sieht, dass die Menge ¢; und der Preis p; jeweils von beiden Fehlertermen
ul und u; abhingen. Damit ist der Regressor in der Nachfragefunktion mit dem

umzuformen zu
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Fehlerterm u¢ und der Regressor in der Angebotsgleichung mit u} korreliert. Damit

ist p; weder beziiglich des Fehlers u¢ noch des Fehlers u; vorherbestimmt!

¢ Klassisches Beispiel 2:
Schatzen einer Konsumfunktion in einem einfachen Keynesianischen Mo-
dell ( , , Section 4.2.3):

C} : Konsum in Periode t,
Y, : Einkommen in Periode ¢,

I; : Investitionen in Periode t.

Modellannahmen:

— Es liegt eine lineare Konsumfunktion vor:

Cy = p1 + B2Y; + uyy (5.4a)

— Investitionen sind autonom (sehr vereinfachend...) und entsprechen einem
AR(1)-Prozess
Iy = 01+ 091 + uoy (5.4b)
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— Der Markt ist im Gleichgewicht (ex-post eine ldentitat)
Yt = Ct + Lg <54C>

— Gegeben die Informationsmenge 0 = {Y;_1,Y; o,...,Cy_1,Cy o, ...} gilt

{E<uum1, Cii1) =0
R

E(Ut|Qt) =0
E<U2t|Yt—1a Ct—l) =0

(5.4d)

Die Fehler u;; und ;s sind gegeben {); stochastisch unabhangig fiir alle s,¢
und @ # .
Berechnen von E(Yjuy;) (entspricht F(X;u;) in allgemeinem Modell, vgl. (5.6)):

— Berechnen einer Gleichung fiir Y;: Einsetzen von C; = Y; — [; aus (5.4c) in
(5.4a) und Umformen ergibt

B 1 1

Ji
1—52+1—52 t+1—52u“
61 (51 (5 1 1

— Ji
1—52+1—52 1— By 1+1—52U2t+1—52u1t

)/t:

(5.5)
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— Damit erhalt man

0 1 |
E(Ytuu) = const. E(uolt> —|—1 _252 E([t{u1t2+1 — 52 \E1<’U;2£U1t2—|—1 — BZVCL’I“<U115>
1
= %4 0 fiir alle ¢
5 ar(uy) # 0 fir alle t,

so dass der KQ-Schatzer fiir 31 und 3y inkonsistent ist. Damit ist Y; keine
vorherbestimmte Variable beziiglich u1; und kann somit auch nicht in der
(potentiellen) Informationsmenge €, sein.

— Fortsetzung siehe nachsten Abschnitt.

e Mehr zu simultanen Gleichungsmodellen finden Sie in den Folien der BA-Veranstaltung
Okonometrie 11l Abschnitt 5 und MA-Veranstaltung Quantitative Wirtschaftsfor-
schung |I.


http://www.wiwi.uni-regensburg.de/tschernig/lehre_oeko_III_frame.htm
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5.2. Der einfache Instrumentvariablen-Schatzer

e Betrachtet wird im folgenden das lineare Modell (1.2)

y = X3+ u, (1.2)

e Ist die Annahme (C2a) E(u;|€);) = 0 verletzt, dann ist (5.2)
E(Xtut) — C¢ # 0
moglich.

— Gilt ¢; = ¢; = c (z.B. bei Annahme einer Zufallsstichprobe) und ist die
Varianz von X, fiir alle t,s = 1, ..., n beschrankt, gilt fiir % > o X1y ein

Gesetz der GroBen Zahlen, z. B. das Theorem von Tschebyscheff (
( , Section 3.2.2), ( , Section 2.1))

1 n
plim — Z XtTut = C.
t=1

n—oo T 7
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— In diesem Fall ist der KQ- und GLS-Schéatzer im Allgemeinen inkonsistent (und
nicht erwartungstreu) ist, da auch bei korrekt spezifiziertem Modell (1.2) mit

B = B, gilt:
Xy = XTXtﬁo + X uy (5.6)

— Z Xt Yy = Z XTXtBO + — Z XTut
plim <71 Z XtT Xt> Z Xt Y| = By + plim (n Z XtTXt> Z XTut
t=1 t=1

n—oo n—oo

plim IBKQ By + SXTXC # By
n—oo
e Ausweg:
Multipliziere (1.2) anstelle mit (1 x k)-Vektor X; wie in (5.6) mit einem (1 X k)-
Vektor Z; fiir den {Z;} € ) firallet =1,... n gilt.

Dann gilt
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Gilt analog zu (B3)

Y Z{X; hat vollen Rang, (5.8)
t=1
folgt unter korrekter Spezifikation, 3 = 3,
71y, = ZTXtﬁO + Zlw, (5.9)
n 1 n
—Zzt 0=t TN B LY 7
t=1 t=1
1 & 1 <& T
~) 7IX z -y 7IX =S 7, (510

G

B
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Gilt weiter fiir Y"1 | X{w, und L3711 | Z7 X, analog zu analog zu (A1) und
(A2) (siche Methoden der Okonometrie) jeweils ein Gesetz der GroBen Zah-

len
1 n
lim — Zlu, =0, b.11la
gﬁwntzl o < )
1 n
plim = > " Z/X; = Syry, tk(Syrx) = k. (5.11b)
n—oo T 1
erhalt man
(1 e _ (1 e -
i |(£322%) 23 atu] g | (1Y) 1Yzl
n— 00 ] n i—1 n =1 | n=—00 i n t=1 n t=1 i
(5.12)

n—oo

Der Schatzer BIV ist also unter den getroffenen Voraussetzungen konsistent.

e Fortsetzung: Beispiel eines einfachen Keynesianischen Modells (5.4):
Multipliziere die Konsumgleichung mit I;_ anstelle mit Y}, da I;_; in der zulassigen
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Informationsmenge ist und E(uy|l;—1) = 0 gilt.
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e Mit diesen Uberlegungen erhilt man den sogenannten (einfachen) Instrument-
variablenschatzer (1V-Schitzer)

_ ) g i,
BIV — - Z Z; X, . Z Z, yy
I i i ]
— (z"X) ' 7"y, (5.14)
wobei die Variablen Z; als Instrumentvariablen bezeichnet werden.
e Notation:
— Die Matrix
Z
7 =
Z,

wird als Instrumentenmatrix bezeichnet.
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— Beachte: (2004) verwenden zur Darstellung des

einfachen 1V-Schitzers anstelle der (n X k)-Instrumentenmatrix Z das Sym-

bol W. Da im weiteren Verlauf W auch [ > k Spalten haben kann, siehe
Abschnitt 5.3, gilt folgende Notation:

* Z bezeichnet eine (n x k)-Instrumentenmatrix.

* W bezeichnet eine (n x [)-Instrumentenmatrix.
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e Offene Fragen:
— Sind alle Variablen in €2; brauchbare |V-Variablen?
— Wie findet man brauchbare 1V-Variable in der Praxis?
— Wie sollen Instrumentvariablen aus {); ausgewahlt werden?

— Auf welche Weise hangen die Schatzergebnisse des IV-Schatzers von der Aus-
wahl der [V-Variablen ab?

— Welche Eigenschaften (auBer Konsistenz) hat der IV-Schatzer?
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e Alternative Ableitung des einfachen IV-Schatzers (5.14):
Man erhdlt den einfachen IV-Schatzer als Momentenschdtzer aus der
Schitzung der Momentenbedingung (5.7) mit

z" (y — Xp) =0.
Umformen ergibt wiederum (5.14)
. -1
Bry = (ZTX) ZTY-

e Unter der Annahme (5.7) erhilt man fiir das lineare Modell (1.2)
E(y|Zi) = E(X4|Z:)3
ye — Byl Zy) = [ Xy — E(X4|Zy)] B+ w — Bl Zy)
ue =y — Byl Ze) — [ Xy — E(X4[Zy)] B,

so dass u; gegeben Z; nicht vorhersagbar ist, bzgl. X; jedoch schon, falls E'(u:|X;) #
0.

e Gilt im linearen Modell (1.2) die Annahme (C2a) nicht, d. h. liegt F(u|X;) #
0 vor, dann bezeichnen einige Autoren (1.2) nicht als Regressionsgleichung, da
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die Variablen auf der rechten Seite nicht vorherbestimmt sind (
Footnote 1, Chapter 8).

e Identifizierbarkeit:

— Der einfache |V-Schatzer BIV ist in einer Stichprobe identifiziert, d. h. ein-
deutig, wenn Z’X invertierbar ist. Das setzt voraus, dass Z;; und Xy in
der Stichprobe korreliert sein miissen. Fiir die Grundgesamtheit muss deshalb
vorausgesetzt werden:

Cov(Zs, Xy) # 0  und Cov(Zy, Xy) invertierbar. (5.15)

— Der einfache [V-Schatzer BIV ist asymptotisch identifiziert, wenn Z'X
fir “unendlich groBe” Stichproben identifiziert ist, d. h. wenn (5.11b) erfiillt
ist. Wieso?

— Fiir Z = X erhalt man den KQ-Schatzer!

e Alle Variablen, die Annahmen (5.7) und (5.15) bzw. (5.11b) erfiillen, sind (po-
tentielle) Instrumentvariablen, IV-Variablen oder kurz Instrumente.

— Instrumentvariablen konnen vorherbestimmt oder exogen sein. Soweit mog-
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lich, sollte man alle vorherbestimmten und exogenen Variablen aus X in Z
aufnehmen.

— Zur Auswahl optimaler Instrumente, siehe weiter unten. Werden optimale
Instrumente verwendet, ist der [V-Schatzer ist asymptotisch effizient.

e Schatzeigenschaften

— Konsistenz: Ist das lineare Modell (1.2) korrekt spezifiziert, 3 = (3, und
gelten (5.8) und (5.11), ist der einfache IV-Schatzer (5.14) konsistent.

Beweisskizze: siehe (5.12). Dabei wird zur Berechnung des zweiten Terms
auf der rechten Seite von (5.12) u.a. das Slutsky-Theorem (Methoden der
Okonometrie, Abschnitt 3.5 Konvergenz in Verteilung verwendet.
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— Asymptotische Normalitat: Gilt (5.11) und zusatzlich
1
— 7" Y 2~ N (0,05Sz7r7) . (5.16)

NG

ist der einfache IV-Schitzer (5.14) asymptotisch normalverteilt
. d _ -1
Vi (B = By) = N (0,088,158 (Shrx) )

Beweisskizze: Berechnung der asymptotischen Varianz (Vgl. Methoden
der Okonometrie, Abschnitt 11.2 Asymptotische Verteilung des KQ-Schétzers)

Vi (3 - ) = (2X) 2

Somit erhalt man die asymptotische Kovarianzmatrix

Var (SE%XWOO) = SE%XVC”“ (200) (Szrx) ™
-1

d o
> SZ%XZOO'

(Beachte: Die Gleichung (8.17) in (2004) ist so
nicht richtig, da plim(8;, — By)/+/n nicht existiert, siehe ( ,

Sections 3.3.1 and 3.5.4).)
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— Darstellungen der asymptotischen Kovarianzmatrix
Fiir die asymptotische Kovarianzmatrix (5.17) gilt
. _
SZTXSZTZ (SZTX) = 05 {SzrxS szSZTX}

und somit
| ) ANV AV AN AD
o (5) (5 (n>} ~ 1SSt

Slim {% (X7Z) (ZTZ)—1 (Z"X) }1 = plim {%XTPZX}1

n—oo n—,oo

bzw.

1 —1
Var (S5t z. 2nlim { = X'P,X 5.18
ar (S, 1y Zxc) = aoplm{n z } (5.18)

n—oo

Es bezeichne X; = E(X;|Q);) die bedingten Erwartungswerte der Variablen
X; gegeben die Informationsmenge ();. Dann gilt

X=X+V
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mit £ (V,[);) = 0. Es gilt nun fiir (5.11b)
1
“n

1 e 1
=plim, ,.~Z'X+ plim,  ~Z'V
n n

SZTX = p|lm n—s ZTX

7

_oda BE(V|Q) =0

1 _
Z'X = S,rx.

= plim ,_, —
n OOn

Nur der "Teil’ von X, der mit den Instrumentvariablen Z korreliert ist, geht in
die asymptotische Momentenmatrix S,rx ein.

Einsetzen in die asymptotische Kovarianzmatrix liefert

1

~1
Var (S_%Xzoo) = o5 plim , . (—XTPZX) . (5.19)
n
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— Asymptotische Effizienz und Wahl optimaler Instrumente:

Der IV-Schatzer ist effizient, wenn die asymptotische Kovarianzmatrix (5.17)
“so klein wie moglich™ ist. Dies kann u.U. durch eine geschickte Auswahl der
Instrumente erreicht werden.

Wihlt man nun die optimalen Instrumente Z = X = FE(X;|(};), dann
vereinfacht sich die asymptotische Kovarianzmatrix zu

!
ol plim , (—XTX) . (5.20)
n
Es lasst sich zeigen, dass (5.20) die “kleinstmogliche” Kovarianzmatrix ist, also

Z = X die optimalen Instrumente sind.

Problem: X ist nicht bekannt und muss konsistent geschitzt werden, auBer
fur die Variablen in X, die vorherbestimmt sind.
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— Schiatzen von optimalen Instrumenten

E(1])
Die bedingten Erwartungswerte fiir die j-te Variable, x; = : ,
konnen auf Basis der Hilfsregression
x; = W - Parametervektor + Fehler (5.21)

und dem geschatzten Parametervektor
J,= (W'W) Wik,
mit x; = WJ;, = Pwx; geschitzt werden. Dabei gilt fiir den (I x 1)-
Regressorvektor W, € €);, wobei [ > k gelten muss.
Alle k£ Regressionen lassen sich in Matrixschreibweise schreiben:
X =PwX=WJ mit J=(W'W) WX (52

Beachte: Die Zahl [ der Instrumentvariablen in der Hilfsregression (5.21)
darf groBer k sein!
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Eine konsistente Schatzung,

phm WtJ] = E(SL}”QO, phm WtJ = E(Xt‘Qt>,

n—oo n—oo

erfordert, dass die bedingte Hilfsregression (5.21) korrekt spezifiziert ist, d. h.

x die bedingten Erwartungswerte durch ein lineares Modell beschrieben wer-
den kénnen und

x der Vektor W; alle relevanten Variablen aus ¢); enthalt, wobei die Anzahl
der Instrumente gleich oder groBer &k sein muss.

Werden die geschatzten optimalen Instrumente
Z = PwX (5.23)

in den einfachen IV-Schatzer (5.14) eingesetzt, ergibt sich der verallgemei-
nerte IV-Schatzer

~ —1
B = (X"PwX) X'Pwy (5.24)

Dabei wird der Variablenvektor W, wieder als Instrumentenvektor bezeich-
net.
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Ob die geschatzten optimalen Instrumente (5.23) tatsachlich optimal sind,
hiangt von der Wahl der Variablen in W, also der Spezifikation der Hilfsre-
gression (5.21) ab!

Also: Die Wahl des Instrumentenvektors W; € (), ist von entscheidender
Bedeutung!

Nachtrag: Bedeutung des Index ¢ der Beobachtungen

e Zufallsstichprobe: Index ¢ hat keine Bedeutung, da Beobachtungen zufillig
gezogen werden. Deshalb gilt fiir den unbedingten Erwartungswert E(y;) =
und E(y;) = i macht keinen Sinn. Beachte aber, dass F/(y;|X;) nicht konstant
ist. Entsprechend gilt bei Verletzung von Annahme (C2a) E(u;|€);) = 0, dass
E(Xu) = c.

e Zeitreihenbeobachtungen: Index ¢ hat Bedeutung, da Periode ¢ fest und y;
eine Zufallsvariable fiir Periode t ist. Deshalb ist fiir den unbedingten Erwartungs-

wert E(y;) = u sinnvoll. Entsprechend ist bei Verletzung von Annahme (C2a)
moglich, dass F(Xu;) = c;.
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5.3. Der verallgemeinerte IV-Schatzer

e Notation: Wie im vorhergehenden Abschnitt wird der (1 x1)-Instrumentenvektor,
bzw. die (n x1)-Instrumentenmatrix mit W, bzw. mit W bezeichnet, wobei [ > &

vorausgesetzt wird.
e Zahl der Instrumente und ldentifikation
— Zahl der Instrumente [ und Zahl der Parameter k:
* | > k: IV-Model iiberidentifiziert (overidentified)
* | = k: IV-Model exakt identifiziert (exactly identified)
% | < k: IV-Model unteridentifiziert (underidentified)

— Bei einem unteridentifizierten 1V-Modell miissen weitere Instrumente gesucht
werden oder £ — [ Restriktionen auf die Parameter gelegt werden.

— Weitere Instrumente kdnnen erzeugt werden, indem beliebige (stetige)
deterministische Funktionen auf vorhandene Instrumente angewendet werden,

z.B. Exponentialfunktion oder Quadratfunktion.
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— Werden durch die okonomische oder 6konometrische Modellierung mehr als
k Instrumente vorgegeben (liberidentifiziertes 1V-Modell) miissen die In-
strumente oder die darauf aufbauenden Funktionen geschickt gewahlt werden.

* Eine optimale Wahl ist mit (5.22) bereits erfolgt — hier mit Instrumenten-
matrix W —

X =PwX=WJ mit J=(WW) W'X (5.22)
und lieferte den verallgemeinerten IV-Schatzer (5.24)

~ —1
B = (X'"PwX) X'Pwy. (5.24)

* Anstelle von J in (5.22) kann jedoch jede (I x k)-Matrix J* verwendet
werden, um die Zahl der Instrumente zu reduzieren und eine (asymptotisch)
deterministische Linearkombinationen zu bilden:

WJ*"
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Anforderungen an eine optimale Wahl J:
- J hat vollen Spaltenrang k,
- J ist asymptotisch deterministisch,
- J minimiert die asymptotische Kovarianz (des IV-Schatzers).

Alle Anforderungen erfiillt J = (WTW) ™ W’X

e Der verallgemeinerte IV-Schitzer (GIV estimator) (5.24) lasst sich auch
aus den empirischen Momentenbedingungen

X'Pw(y—X8)=0 <+—= X'Pwy=XPwXg (5.25)
oder aus folgender IV-Zielfunktion ableiten

(y = XB)' Pw (y — XB) (5.262)
(y — XB8)" WWIW) "W’ (y — X3) (5.26b)
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e Asymptotische Schatzeigenschaften

— Asymptotische Normalitat: Gilt (5.11) und zusatzlich

1
—WTU. i) WOO Y N (07 O-(Q)SWTw> ; rk (SwTw) — l, (527)

/n

ist der verallgemeinerte [V-Schatzer (5.24) asymptotisch normalverteilt
. d _ ~1
\/ﬁ (IBIV — /60) — N (0, USS“}TXSWTW (STWTX) ) .
Beweisskizze: Berechnung der asymptotischen Varianz

. X "PwX\ ' XTP
ﬁ(ﬁ]\/‘ﬁ(}) — ( = ) W

NG

d T | -1 o7 1
E(SWTXSWTWSWTX) SWTXSWTWWoo~

n

Somit erhalt man die asymptotische Kovarianzmatrix

201 T —1
TS Wk SWTW (SWTX) :

bzw. mit zum einfachen IV-Schitzer analoger Rechnung (siehe Ableitung (5.18))

1 —1
o2 plim {gXTPWX} . (5.28)

n—oo
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e Der verallgemeinerte IV-Schatzer kann als ein einfacher IV-Schatzer
mit (n X k)-Instrumentenmatrix Py X aufgefasst werden, da gilt

1 —1
g plim { XTPPWXX}

n—oo (M

n—oo

1 B —1
= o} plim {EXTPWX (X"PwPwX) XTPWX}

1 —1
o7 plim {EXTPWX} (5.29)

n—oo

] ~T ~ -1
J(Q)phm{gX X} :

n—oo
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e Kovarianzmatrix des verallgemeinerten IV-Schatzers

— Schatzung: wie folgt moglich:
Var (B W) = 6 (X"PwX) ™ (5.30)
. 1 5\ -
% = ” (y — XBIV) (y - XBIV) (5.31)

— Interpretation der asymptotischen Kovarianzmatrix (5.28) fiir den Fall &k = 1
anhand der Hilfsregression (5.21):

~T ~ i R
X X=) % =ESS=TS5 -SSR
t=1

~T ~
plim lX X = plim T—SS — plim SS—R

n—oo N n—oo N n—oo N

(0%, + asympt. Bias®) falls (5.21) fehlsp.,

= Var(x;) — { ,

O Behler sonst.

(Vgl. zu T'SS, SSR Methoden der Okonometrie, Abschnitt 7.1 Die Geo-
metrie des KQ-Schitzers.) Argumentation lasst sich auf £ > 1 ausweiten.
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x Enthalt W alle fiir eine korrekte Spezifikation von (5.21) notwendigen Re-

AT ~

gressoren, ist X X groBer als bei Fehlspezifikation. Damit ist dessen In-
verse kleiner als bei Fehlspezifikation und somit auch die asymptotische
Varianz. Eine Fehlspezifikation der Hilfsregression erhoht also die asympto-
tische Schatzvarianz.

x Wird die Hilfsregression liberspezifiziert, hat dies keine Auswirkungen auf
die asymptotische Kovarianzmatrix. Warum?

x Fiir eine gegebene StichprobengroBe fiihrt die Hinzunahme eines zusatzlichen
Regressors in der Hilfsregression jedoch zu einer Abnahme von SSR, so

AT~

dass X X steigt und die geschitzte Varianz (5.30) fillt (auBer 62 in
(5.31) steigt). Wird also zu einer bereits korrekt spezifizierten Hilfsregres-
sion irrtiimlich eine weitere Instrumentvariable hinzugenommen, wird die
wahre Varianz unterschatzt.

x Der KQ-Schatzer verwendet W; = X, und hat wegen SSR = 0 die ge-
ringste geschatzte Varianz (ist aber bei X; & §2; inkonsistent).
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Also: Verwende so wenige Instrumentvariablen wie moglich und dabei die
richtigen!

e Der verallgemeinerte IV-Schidtzer (5.24) wird auch als 2-stufiger KQ-
Schidtzer (2SLS) bezeichnet, da er in 2 Schritten berechnet werden kann:

1. Stufe: Regressiere jedes x; aus X auf W, falls x; nicht exogen oder vorherbe-
stimmt ist (also (5.21) mit W anstelle von Z). Damit ergeben sich die gefitteten
Werte Pwx;. Man beachte, dass fiir diejenigen x;, die gleichzeitig Instrument-
variablen sind, gilt: Pwx; = x;, da ja x; bereits im Unterraum der Instrumente
liegt. Zusammenfassen ergibt die (n x k)-Matrix PywX der Instrumente, die in
der 2. Stufe anstelle von X bei KQ verwendet werden.

2. Stufe: Schatzung von 3 mit KQ aus dem Ansatz
y = PwXB+¢
liefert den 2SLS-Schatzer
BQSLS = (XTPWX)_1 X' Pwy = BIV'
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e Endliche Stichprobeneigenschaften
Uberraschung: Der Erwartungswert fiir BIV im Fall
— exakt identifizierter Modelle existiert nicht immer.

— liberidentifizierter Modelle existiert, weicht aber haufig substantiell von 3,
ab — Gefahr von Fehlinterpretationen (siehe
( , S. 3241)))
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5.4. Asymptotische Tests

o {-Tests X
Birv — Bi.n, a, N(0,1).

(Var(Bn) "

tg, =

e Wald-Statistik
Aw = (RBIV - r)T (@”(RBIV - 1'))1 (RBIV - r) - X (q).

e Zu Bootstrap-Tests siche (2004, Section 8.8).
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5.5. Testen von uberidentifizierenden Restriktionen

e Sei [—k > 0: Der Unterraum der Instrumente 6(W) = §(PwX, W*) wird durch
Linearkombinationen der (effektiven) Instrumente PwX und der (iiberidentifizierenden)
Instrumente W™ aufgespannt.

e Frage: Gilt die hinreichende Bedingung fiir die Konsistenz des IVE
E(uWy) =0
auch fiir W*? Damit lautet das Hypothesenpaar
Hy: E(u /W) =0 versus Hy: E(u|W[) # 0.

Eine Ableitung der Teststatistik und ihrer Eigenschaften unter allgemeineren Be-
dingungen findet sich in Abschnitt 6.6.

Siehe auch ( , Section 8.6, p. 336f (Sargan-Test))
oder Okonometrie 111,

e Durbin-Wu-Hausman-Tests geben eine statistische Antwort auf die Frage, ob
man einen IV-Schatzer verwenden muss. Ein Spezialfall ist der Hausman-Test



Fortgeschrittene Okonometrie — 5.5. Testen von iiberidentifizierenden Restriktionen — U Regensburg — 30.04.2022 —
239

bei Panelmodellen (Davidson und MacKinnon (2004, Section 8.7, p. 338f)).
Zu lesen: Davidson und MacKinnon (2004), Kapitel 8.
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6. Generalized Method of Moments (GMM)

6.1. Ubersicht

Bisher betrachtete Modelle

1. Dynamisches Regressionsmodell mit homoskedastischen Fehlern (vgl. Abschnitt 1.1, S. 11)

Y = Xy B + uy, E(yt|Qt) = X403, VC”“(Ut‘Qt) =0
— OLS-Schitzer 3 = (XTX)_1 XTy

2. Dynamisches Regressionsmodell mit heteroskedastischen Fehlern (vgl. Abschnitt 1.1, S. 11)

Y = Xy B + uy, E(yt|Qt) = X403, VC”“(Ut‘Qt) = (7152, Q=
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— OLS-Schatzer mit heteroskedastierobusten Standardfehlern
GLS-Schitzer B4y g = (XTﬂle)fl X'y
FGLS-Schitzer Brars = (XTQ_1X> - XTﬁ_ly
3. Regressionsmodell mit streng exogenen Regressoren und heteroskedastischen und autokorrelierten Fehlern
ye = XiB +u,  E(y|Q) =XiB, ulX=(0,9Q)
— GLS-Schitzer B.5 = (XTQ7'X) ™ XTQ ly

~ ~— -1 o~
FGLS-Schatzer Bpeps = (XTQ 1X) X'y

4. Nichtlineares Modell mit vorherbestimmten Variablen und homoskedastischen Fehlern (vgl. S. 16 und Kapitel 2)
e =2(B) +u,  E(ylQ) = 24(B), Var(w|) = o

— Momentenschitzer Z'' (y — x(3)) = 0
NLS-Schatzer X(8)" (y — x(8)) = 0

5. Lineares Modell mit endogenen Regressoren und homoskedastischen Fehlern (vgl. S. 16 und Kapitel 5)
ye =XeB 4w, E(yl) = EXe|)B8 # XuB,  Var(ulQ) = o’

— IV-Schitzer B, = (ZTX)_1 Z'y
verallgemeinerter 1V-Schatzer BIV = (XTPWX)_1 X "Pwy

mit (n X k)-Instrumentenmatrix Z und (n X [)-Instrumentenmatrix W
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Was fehlt?
6. Lineares Modell mit endogenen Regressoren und heteroskedastischen und korrelierten Fehlern (vgl. S. 17)
Wiz Wiz -0 Win
Y =XiB +w,  E(ylh) = E(Xe| )8 # XuB,  E(wus Wy, W) =wy,, Q=
Wpl Wp2 -+ Wnn

— IV-Schitzer B, = (Z"X) " 2Ty
verallgemeinerter 1V-Schatzer BIV = (XTPWX)_1 X "Pwy

mit (n X k)-Instrumentenmatrix Z und (n x [)-Instrumentenmatrix W

Statisches Regressionsmodell mit heteroskedastischen und korrelierten Fehlern

Allgemeines Schatzverfahren fiir die genannten Erweiterungen:

Verallgemeinerter Momentenschatzer
Generalized Method of Moments — GMM
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Im Folgenden: GMM fiir lineare Modelle mit
e endogenen Regressoren und heteroskedastischen Fehlern,
e endogenen Regressoren und heteroskedastischen und autokorrelierten Fehlern,
e statischen Regressoren und heteroskedastischen und autokorrelierten Fehlern.

Entsprechende Erweiterungen auf Modelle, die nichtlinear in den Parametern sind,
finden sich in ( , Sections 9.5, 9.6).

Notation wie Kapitel 5:
e 7 bezeichnet eine (n x k)-Instrumentenmatrix,

e W bezeichnet eine (n x [)-Instrumentenmatrix, [ > k.
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e Fiir das lineare Modell (1.2)
yr = XuB +

mit moglicherweise endogenen Variablen wird angenommen, dass gilt:

E<yt|Wt) — E<Xt|Wt> ,8, bzw. E(Ut|Wt> =0 (61&)
Wir Wiz -+ Win

E(uus| Wy, Wy) = wys, Q= N SRTURE S (6.1b)
Wn1 Wn2 = Wpn

Beachte: Ist das lineare Modell (6.1) ein Zeitreihenmodell, ist es nicht dyna-
misch vollstandig und korrekt spezifiziert, wenn €2 in (6.1b) keine Diago-
nalmatrix ist.

e Wiederholung: Ein lineares Modell ist dynamisch vollstandig und korrekt
spezifiziert, wenn (1.3) gilt.
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e Angewendet auf das lineare Modell (6.1) impliziert die Bedingung fiir dynamisch
vollstandige und korrekte Spezifikation (1.3), dass

E(y|$s) = E(y|Wy) = E(Xy[() B = E(X:|W,) 8 (6.2a)
und somit gilt:

E(ut|€%) =0 und deshalb  E(usus$2) =0, fallst > s, so dass  (6.2b)
wip 0 -+ 0
E(ujly) =wy, Q=+ - =+ |. (6.2¢)
0 0 - w,,
Die Fehler in einem dynamisch vollstandig und korrekt spezifizierten linearen
Modell konnen heteroskedastisch, jedoch nicht autorkorreliert sein!

e In beiden Fillen ist Endogenitit der Regressoren maglich, also E(X;[€;) # X;.

Ein verallgemeinerter IV-Schatzer ist bei heteroskedastischen Fehlern (6.2c) und/oder
(auto-)korrelierten Fehlern (6.1b) nicht effizient, wie im Folgenden gezeigt wird. Wie
lauten geeignete Schatzer?
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Varianz-Kovarianzmatrix {2
diagonal nicht diagonal
Homoskedastie Heteroskedastie Heteroskedastie
Regressoren Instrumente keine Korrelation keine Korrelation Korrelation
o konstant oy bekannt os-Funktion bekannt o; vollig unbekannt | € bekannt | Q-Funktion bekannt | €2 véllig unbekannt
E(u|X)=0 OLS GLS FGLS OLS-HC GLS FGLS OLS-HAC
streng exogen (XTX)" Xy XTQ X)Xty (XTQ_IX)“XQ_ly
E(w|X:) =0 OLS GLS FGLS OLS-HC GLS - OLS-HAC
E(u) =0 OLS GLS FGLS OLS-HC nicht einschligig
E(uw|Xy) #£0 | E(u|Z:) =0 \%
(2"X)"'Zy
E(uX:) #0 | E(ut W) =0 GIV
(XTPwX) ' XTPwy
Hinweise:

o OLS-HC: OLS-Schatzer mit heteroskedastierobusten Standardfehlern

o OLS-HAC: OLS-Schatzer mit heteroskedastie und autokorrelationsrobusten Standardfehlern
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6.2. GMM-Schatzer fiir lineare Modelle

Ableitung — Teil 1: Bilden von empirischen Momentenbedingungen
e Da (5.7) — entspricht hier (6.1a) — gilt, erscheint ein Momentenschatzer moglich.

e Wegen (6.1a) gelten die [ > k theoretischen Momentenbedingungen
EWl(y—XB)=0 < B(Wyly—XB8)=0, j=1,..1

(6.3)
Die theoretischen Momente werden durch die [ empirischen Momente geschatzt:
m1(3) | LS Wa(y — XiB)
m@) =|  |[=-Wiy-Xp)= (6.4)
my(3) i Waly — X,8)

Die empirischen Momentenbedingungen lauten also

Wiy-X8)=0 — Wly=wW'Xg3 (6.5)
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o Auflésen der empirischen Momentenbedingungen (6.5)
wWTy = WI'X3
moglich?

— Modell exakt identifiziert, | = k: die empirischen Momentenbedingungen
(6.5) entsprechen den empirischen Momentenbedingungen des einfachen V-
Schatzers, siche S. 218. Hat die Matrix W< X vollen Rang [ = k, dann erhilt

man als Losung den einfachen IV-Schéatzer (5.14)

By = (2"X) ' 2"y,

— Modell iiberidentifiziert, [ > k: WX in empirischer Momentenbedin-
gung nicht invertierbar. Was tun? Empirische Momentenbedingungen
gewichten!
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Ableitung — Teil 2: Bilden einer Zielfunktion zum Gewichten der empi-
rischen Momentenbedingungen

e Wahle eine symmetrische und positiv definite (I x [)-Gewichtungsmatrix A, bilde
die Zielfunktion (criterion function)

QABly, X, W) = (y - XB) WAW' (y — X8) = n’m’ (B)Am(B) (6.6)
und minimiere diese beziiglich 3.

Falls A = (W!W)™! entspricht diese Zielfunktion der Zielfunktion des verall-
gemeinerten |V-Schatzers (5.24).

e Die Zielfunktion (6.6) ist ein Beispiel fiir die allgemeine Form der Zielfunktionen
von GMM-Schatzern

m’ (6)Am(6). (6.7)

e Da die Zielfunktion (6.6) quadratisch ist, lasst sich das Minimum beziiglich 3
analytisch ableiten. Man erhalt durch Ableiten

0QA(Bly. X, W)

o3 = X'WAW!y + 2XTWAW!X]
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und Nullsetzen

X"TWAWTy = XTWAWTX 3.
(kxk)

Hat X’WAW?'X Rang k, erhilt man

~1

8= <.§TW Q,WTX> X'wWA Wy = (ITWTX) ' IT"WTy  (6.8)
=J7 =J7

Der Schéatzer (6.8) wird als Generalized-Method-of-Moments-Schitzer (GMM-

Schétzer) bezeichnet, da mehr Momentenbedingungen als Parameter, [ > £,

durch die Verwendung der recht frei wahlbaren Gewichtungsmatrix A beriicksichtigt

werden konnen.

e Beachte: Ist [ = £ erhilt man aus den empirischen Momentenbedingungen
Z! (y — X3) = 0 die Formel des einfachen IV-Schitzers

B=(Z"X) "' 7"y

und A spielt keine Rolle und muss nicht gewahlt werden. Dieser Spezialfall ist
mit Z = WJ in (6.8) enthalten.
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Schiatzeigenschaften
e Fiir endliche Stichproben unter allgemeinen Bedingungen unbekannt.

e Konsistenz: Ist das Modell korrekt spezifiziert, d. h. gilt (6.1) mit 8 = 3, und
(2 = )y und existieren auBerdem fiir alle zuldssigen 3 folgende Wahrscheinlich-
keitslimites (vgl. (5.11))

1
plim—J'Wiu=0, J'=X'WA (6.9a)

n—oo T

1
plim —J'W”'X existiert mit Rang k (Asymptotische ldentifizierbarkeit)
n—oo T
(6.9b)
dann ist der Schatzer (6.8) konsistent.

(Beweisskizze wie im IV-Fall.)
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e Asymptotische Normalverteilung

Es gilt wegen (6.1b)
Var(Wha) = E (WTuu'W) = E (Z wus W7 WS> (6.10)
t=1 s=1

= z”: z”: E (utuSW;FWS)

t=1 s=1

_ Z Z E (W?E (upus| Wy, Wy) WS)

t=1 s=1

= En: zn: E (W/wi ;W)

t=1 s=1

= E(W'QW). (6.11)

Mit 3 = 3, folgt aus (6.4), dass Wiu = W!(y — X3, = nm(3,). Damit

erhalt man

Var (nm(By)) = E(W'uu' W) = E (W' Q)W) (6.12)
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Asymptotische Normalverteilung: Gilt fir Var (y/nm(3,)) ein LLN
Ym = lim Var (vrm(8))

n—oo
1 1
= lim —F (W' QyW) = plim —W' Q)W (6.13a)
n—00 7 n—oo T
und zusatzlich ein CLT
1
Jnm(B,) = —WTu -5 wo ~ N (0,Zp) (6.13)

/n

(eine Verallgemeinerung von (5.27)), erhalt man

Vi (B=8,) =5 N(0,%) (6.14)

1 - 1 1 -
> = (plim —JTWTX> plim (—JTWTQOWJ> (plim —XTWJ> .

n—oo T n—oo \ T n—oo 1
(6.15)

Der mittlere plim entspricht plim,,_, (JTZmJ>.
Approximativ erhalt man die Verteilung

B~ N (50, (ITWTX) " W QW (XTWJ)_1> | (6.16)
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6.3. Effizienter GMM-Schatzer fiir lineare Modelle

e Fiir [ > k: Wahl des optimalen A und damit des optimalen J:

— Verwende die Vorgehensweise des GLS-Schatzers, der beriicksichtigt, dass die
Fehler — hier die einzelnen Momentenbedingungen — unterschiedliche Varian-
zen haben und korreliert sein kdnnen, indem anstelle von u’u die quadratische
Form u! Var(u)~tu zur Minimierung verwendet wird.

— Entsprechend wire es bei (6.6) wegen (6.12) optimal (E (WTQOW)>_1 fiir
A zu wahlen. Da der Erwartungswert unbekannt ist, schatzt man ihn durch
WLQoW. Deshalb wihlt man (vgl. auch
Eq. (9.08))

A= (W'QW) " (6.17a)
J=AW'X = (WIQ,W) WX, (6.17h)

— Einsetzen von (6.17a) in die Zielfunktion (6.6) ergibt die sogenannte GMM
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criterion function

QB.y) =y - XB)'W (W'QW) W(y-X8). (618

— Mit (6.17) erhilt man fiir gegebenes W den effizienten GMM-Schéatzer

Berin = (XTW (WTQ,wW) ™ WTX) CXTW (WI,W) T Wy

(6.19)
mit asymptotischer Kovarianzmatrix (vgl. (6.15))
| B -1
e = plim (—XTW (W' QyW) 1WTX) . (6.20)
n—oo \ 1

— Der GMM-Schétzer (6.19) wird als effizient bezeichnet, da er unter allen
zulassigen A die “kleinste” asymptotische Kovarianzmatrix aufweist, d. h.
dass die Differenz der asymptotischen Kovarianzmatrizen der Schatzer mit
beliebigem A und optimalen A = (WTQOW)_1 positiv semidefinit ist.

— Beachte: Die Anwendung des effizienten GMM-Schatzers setzt die Kenntnis
von WX QW voraus, nicht jedoch die Kenntnis von €2. Erstere Matrix kann
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mit den Methoden von Abschnitt 6.5 geschatzt werden. Ist es moglich, €2
konsistent zu schatzen und zusitzliche Annahmen zu treffen, dann l3sst sich
der effiziente GMM-Schatzer noch effizienter machen, siehe Abschnitt 6.4.

— Der effiziente GMM-Schéatzer (6.19) ist sowohl eine Verallgemeinerung
des OLS- als auch des verallgemeinerten IV-Schatzers:

+ Sind alle Regressoren X; vorherbestimmt, d. h. E'(u;|X;) = 0, und gilt
E(uug| Xy, Xs) = wys, dann wahlt man W = X, so dass dann J = I. Dann
erhilt man den OLS-Schédtzer mit asymptotischer Kovarianzmatrix

N S 4 B A B
plim —X* X plim [ =X QX | | plim — X" X
n

n—oo T n—00 n—oo T

* Fiir ein lineares Modell mit homoskedastischen und unkorrelierten
Fehlern Q) = 0ZI erhilt man den verallgemeinerten IV-Schitzer
(5.24).

e Bei [ = k: keine Wahl von A nétig:
Wie bereits gezeigt, entspricht der effiziente GMM-Schatzer (6.19) dann mit Z =
WJ dem einfachen IV-Schatzer, allerdings mit einer Sandwich-Kovarianzmatrix,
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so wie bei OLS mit allgemeiner Fehlerkovarianzmatrix:

2 1

Bern, = (Z7X) ' 2Ty (6.21)
R DU A D NP

Yaemm, = | pim —X"Z plim —Z"' QyZ | | plim—-Z"X (6.22)
n—oo T n—00 n—oo N

— Falls die Fehler homoskedastisch und unkorreliert sind, €2, = O'(Z)I, Ist
aus Abschnitt 5.2 bekannt, dass die optimalen Instrumente durch Z; =
X; = E (X;|€) gegeben sind und in diesem Fall die Kovarianzmatrix (5.20)
des einfachen IV-Schatzers mit optimalen Instrumenten

1\ !
08 (plim —XTX>

n—oo 1
lautet, da wie ebendort gezeigt plim,, . %XTX = plim,, . %XTX.

— Wie lassen sich fiir (6.21) im allgemeiner Fall mit heteroskedastisch
und/oder korrelierten Fehlern die optimalen Instrumente bestim-
men? Hier ist es zunachst nétig, das Ausgangsmodell zu transformieren, so
dass man ein Modell mit homoskedastischen und unkorrelierten Fehlern erhilt.
Dies geschieht in folgendem Abschnitt 6.4.
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6.4. Vollstandig effizienter GMM-Schatzer fiir lineare
Modelle

e Zur Erinnerung: Sind alle Regressoren beziiglich u; streng exogen und €2 bekannt,
gilt fiir den GLS-Schatzer das Gauss-Markov-Theorem.

e Notation: ( , P. 358) folgend, schreiben wir im
Folgenden fiir €2 auch 2.

e Die Ableitung des vollstandig effizienten GMM-Schatzers verlauft analog zur Ab-
leitung des GLS-Schatzers, indem

— die (n x n)-Matrix ¥, gewohnlich als eine obere Dreiecksmatrix, durch
ool = Q! (6.23)
definiert wird und

— das lineare Modell (6.1a) mit ' von links multipliziert wird
Uly = 0'X38 + ¥y (6.24a)
y'=X"8+u". (6.24b)
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Fiir die Kovarianzmatrix €2 der transformierten Fehler u* gilt wegen (6.1b)
Q" =E(u'(u))=0'E (u") ¥
— v = v’ (v’) " w
— o’ (v e =1 (6.25)

Damit weist das transformierte Modell (6.24) homoskedastische und unkorre-
lierte Fehler auf.

— Gilt dariiber hinaus
E(y/[S%) = E(X{|4)B  bzw.  E(uy|() =0, (6.26)
sind die optimalen Instrumente durch
B(X;|0) = X (6.27)

gegeben. Vgl. die Theorie fiir den einfachen IV-Schatzer aus Abschnitt 5.2.
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Man erhilt aus (6.26) und (6.27) E((X})!u}) = 0 und daraus den vollstéindig
effizienten GMM-Schatzer (fully efficient GMM)

A _ -1 _

Braum = ((X*)TX*) (X*)Ty* (6.28)
.

Y eayvy = plim (% (X*)TX*> . (6.29)

— Wie lautet der vollstandig effiziente Schatzer in den urspriinglichen
Variablen?

Notation: (AB), bezeichne die t-te Zeile der Matrix AB.
Die optimalen Instrumentenbedingungen (6.27) lautet dann
B ((07X),10,) = (¥7X) =X;. (6.30)
t

Beachte: Im Gegensatz zu ( , Eq. (9.24))
schreiben wir X anstelle von X, da erstere durch F ((\I’TX)t ) (6.27)
und letztere durch F/(X;|$2;) definiert sind.
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Der vollstandig effiziente GMM-Schatzer lautet dann
- ¥ «\ 1~ * e 1o
Breym = ((X )'X ) (XH'y* = (XT‘I’\I’TX) Xpoly
~ -1 -
= (XTﬂ_lX) X'y (6.31)

und hat asymptotische Kovarianzmatrix

~

Lo on) 1 <\
Y pGum = plim (- (X*)TX*> = plim (—XT91X> . (6.32)

n—oo \ N n—oo \ 1
da ¥'X € , und somit plim, _, %)NCT\IJ\I!TX = plim,,_, . %)NCT\IJ\I!T)NC,
vgl. Abschnitt 5.2.

~ImFall X =X entspricht (6.32) gerade der asymptotischen Kovarianzmatrix
des GLS-Schatzers.

— Die empirischen Momentenbedingungen lauten
o\ 1 /o x * 1
(X ) (v* = X*Braun) =0,  bzw. (6.33)
XT‘I"I’T<Y — XBraum) =0,
X'Q 7y = XBpgay) =0
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e Beachte: Ist das lineare Modell dynamisch vollstandig und korrekt spe-
zifiziert, gilt also (6.2), ist auch W eine Diagonalmatrix und (6.30) vereinfacht
sich zu

E((T'X),|) = Uy B(X|Q) = VX, (6.34)

o Gewdhnlich ist die Matrix der optimalen Instrumente X* nicht bekannt und
muss geschatzt werden.

— Eine Schatzung kann wie in (5.22) erfolgen, wenn eine (nx[)-Instrumentenmatrix
W™ vorliegt, fiir die

W7 ey und FE(u/|W7;)=0 (6.35)
gilt. Da W invertiert werden kann, existiert eine Instrumentenmatrix W
W= (¥7) W,
so dass alternativ /W, € Q, geschrieben werden kann.

Eine Schatzung erfolgt durch
X = Py X" (6.36)



Fortgeschrittene Okonometrie — 6.4. Vollstindig effizienter GMM-Schitzer — U Regensburg — 30.04.2022 — 263

Ersetzen von X* in (6.33) durch (6.36) ergibt die empirischen Momentenbe-
dingungen

(X" Py:(y" — X*B) = 0.
Der hierdurch definierte vollstandig effiziente GMM-Schatzer entspricht
fiir das transformierte Modell einem verallgemeinerten IV-Schatzer

(vel. (5.24))
B = ((X)Pw.X*) " (X Pw-y” (6.37)

und hat asymptotische Kovarianzmatrix

. N !
plim (— (X*)TPW*X*) bzw. in den urspriinglichen Variablen

n—oo \ 1

1~ - o\ L
plim (—XTQ1W (W'Q2'w) 1vaQlX) . (6.38)
n—oo \ 1

Diese Kovarianzmatrix ist “groBer oder gleich” der Kovarianzmatrix (6.32)
(vgl. , , Exercise 9.9).

— Gilt
X* € §(W*) bzw. X € §(W),
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ist (6.36) ein konsistenter Schitzer und der GMM-Schéatzer (6.37) asym-
ptotisch vollstandig effizient, da dessen asymptotische Kovarianzmatrix
der des vollstandig effizienten GMM-Schéatzers (6.32) entspricht

( , , Exercise 9.8).



Fortgeschrittene Okonometrie — 6.4. Vollstindig effizienter GMM-Schitzer — U Regensburg — 30.04.2022 — 265

e Beispiele:

1. Einfaches Regressionsmodell mit vorherbestimmten Regressor und
autokorrelierten Fehlern

Yr = 8+ ur,  E(uay) =0, (6.39a)
Up = Us_1p + Vy. (6.39b)

Einsetzen von w; = y; — 28 in (6.39a) liefert

e A 1+ U,

_ ok _
yt =Ly =Uy

x; ist unter den bisherigen Annahmen kein Instrument, da
E(xyuy) = E (2 — pri—1)(u — pug—1)]
= E(.’Etut> — pE(xt_lut) — pE(Ut_liUt) -+ p2E(xt_1ut_1)
= —p|E(@au) + Elu2)]

ungleich Null sein kann und dann die theoretische Momentenbedingung verletzt
Ist.
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— Wird zusatzlich zu (6.39a)
E(ug|xe, xp-1,...) =0 (6.40)
angenommen, dann ist F(x;_qu;) = 0, aber nicht notwendigerweise F(u;_1x;).
— Eine mogliche Instrumentvariable ist 27 |, denn dann erhilt man mit (6.40)
E(zi_yu;) = E((z-1 — pri—2)(w — pu—1)
= B(xiw) — pE(xi_ouy) — pE(w_121-1) + p*E(xi_gu—1) = 0.
Ist die Instrumentvariable x; | optimal? Nur wenn E(z}|€2) = dg+ o1} 4.
— Ist x; streng exogen
E(ug| ..., xe 1,24, Tpq,...) =0,

dann ist x; ein optimales Instrument und man erhalt den GLS-Schatzer.
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2. Einfaches lineares Regressionsmodell mit endogenem Regressor und
autokorrelierten Fehlern

Y = 23 +up,  E(ydwy) = E(ve|w)B (6.41)
Uy = Up—1p + Uy, (6.42)

Try it.

3. Einfaches lineares Regressionsmodell mit omitted variable bias und
heteroskedastischen Fehlern

e Zur Erinnerung: Der vollstandig effiziente GMM-Schatzer (6.31) und der GMM-
Schéatzer (6.37) mit geschatzten optimalen Instrumenten erfordern eine konsis-
tente Schatzung von 2!

Ist dies nicht moglich, z.B. weil die Form der Autokorrelation in den Fehlern
unbekannt ist, dann bleibt die Alternative, den effizienten GMM-Schatzer (6.19)
durch Schitzung von WX QW anwendbar zu machen, siehe folgenden Abschnitt.
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Varianz-Kovarianzmatrix

diagonal nicht diagonal
Homoskedastie Heteroskedastie Heteroskedastie
Regressoren Instrumente keine Korrelation keine Korrelation Korrelation
o konstant o¢ bekannt [ o¢-Funktion bekannt [ o¢-Fkt. unbek. Q2 bekannt [ Q-Funktion bekannt [ Q-Fkt. unb.
E(ut|X) =0 oLS
streng exogen (XTX)fley
S2(xTx)-1 xXTx)"IxTox(xTx)~ T [ XTx)"IxXTOx(xTx)~ 1 [ xXTx)"IxTox(xTx)" T [ xXTx)"IxTOx(xXTx)" T
— =T =T
plim o3 (%XTX) plim (%XTX) plim (%XTQOX) plim (%XTX)
GLS FGLS GLS FGLS
—1 S S -1 4 —1 ~ ~ -1 -
((X*)TX*) (X*)Ty* ((X*)TX*) (X*)Ty* ((X*)TX*) (X*)Ty* ((X*)TX*) (X*)Ty*
xTa-1x)-1 xTa 1x)-1! xTa-1x)-1! xTa 1x)-1!
—T —T
plim (1 x70; "' X) plim (1x70;'X)
. T -1 . T -1
plim (%(X*) X*) plim (%(X*) X*)
E(ut|X4) =0 oLsS GLS FGLS OLS-HC u.U. GLS [ - OLS-HAC
E(ut|Qt) =0 oLS GLS FGLS OLS-HC nicht einschligig
E(ut|Xt) #0 E(ut|Z¢) =0 v
E(u¢|Zt) =0 (z"x)'zTy
52(XTPzx)" ! xTz)y"1zTzzTx)"! xTz)y"1zTazzTx)"! [ xXTx)xTox)"I(xTx) [ xTz)"Y(zTQz(zTx)" 1
- =T . =T . . =T
plim o2 (%XTPZX) (phmn_,oo %XTZ) (phmn_,oo %ZTQUZ) (phmn_m %ZTX)
— — =1 _
X, = BE(X¢|%) (xTx) XTx
imo2 (L%Tx) "t
_ opt. Inst. plimog (EX X)
Xz‘ = E(X’tk |€2¢) vollst. eff. GMM feas. vollst. eff. GMM vollst. eff. GMM ‘ feas. vollst.eff. GMM
— -1
opt. Instr. ((X*)TX*) (X*)Ty* falls 1V-Bedingung erfiillbar
~ ~ -1 ~ = A -1 =~ A
(\I/TX) (szrlx) XTq-1y (xTn lx) XTa 1ty
t
- e I AT - < 1) T
-E ((q/Tx)f \Qt) plim (%(x)Tno x) plim (%(X)TQO )
: - —1 - —1
plim (%(X*)TX*) plim (%(X*)TX*)
E(ut|W¢) =0 verallg. IV eff. GMM feas. eff. GMM eff. GMM feas. eff. GMM
_1 —1 N 1 -1 1 -1 ~ -1 -1
opt. Instr. (XTPwX) " 1XTPywy (XTW (WTQW) wa> (XTW (anw) WTX) (XTW (WTQW) WTX) (xTw (WTQW) wTx
—1 -~ —1 —1 ~ —1
geschitzt xTw (WTQW) w7y xTw (WTQW) wTy xTw (WTQW wTy xTw (WTQW) wTy
. =T . =T . . =T
o2 plim (%XTPWX) plim (%XTW) plim (%WTQUW) plim (%WTX)
E(uf[W}) =0 vollst. eff. GMM [ feas. vollst. eff. GMM vollst. eff. GMM [ feas. vollst.eff. GMM
—1
w = (¢T)"lw* ((X*)TPW* x*) X T Py y™ falls IV-Bedingung erfiillbar
-1 —1
opt. Instr. plim (%(X*)TPW* X*) plim (%(X*)TPW* X*)
= = — — . —
geschatzt plim (X7 'wow)Te;'w)— wieg'x plim (X7 'wow)Tes'w) ™ wia '
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6.5. HAC-Kovarianzschatzer und der anwendbare effiziente
GMM-Schatzer

e Kann €2 nicht geschatzt und kann zumindest die Bedingung (6.36) erfiillt werden,
kann keine schatzbare Variante des vollstandig effizienten GMM-Schatzer in 6.4
verwendet werden.

e Lisst sich jedoch W' QW konsistent schitzen, dann erhilt man den anwendba-
ren effizienten GMM-Schitzer (feasible efficient GMM). Zur Schatzung
von WTQW werden 2 Fille unterschieden:

1. Q2 ist diagonal:
Das lineare Modell ist dynamisch vollstandig und korrekt spezifiziert,
vgl. (6.2), so dass ausschlieBlich Heteroskedastie vorliegen kann.

2. 2 ist nicht diagonal:
Das lineare Modell ist moglicherweise nicht dynamisch vollstandig und
korrekt spezifiziert, vgl. (6.1), so dass Heteroskedastie und Autokorrelation
vorliegen kann.
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e Im Folgenden betrachten wir ein einzelnes Element der empirischen Momente

(6.4) an der Stelle B = 3,

1 1 1
EWT(y — XB,)(y —XB))TW = EWTuuTW = - > uwu Wi W,

o Es bezeichne oy, ;; das ij-Element in 3, gegeben durch (6.13a).
Wenn Annahme (6.13b) gilt, gilt aufgrund des Continuous Mapping Theo-
rems (Methoden der Okonometrie, Abschnitt 3.5 Konvergenz in Verteilung)

szwut T, Wed  ON@O0,1), j=1,...,1

V= O T

11 L A Wouw ) a [ wess )

L - (W) s ()
nOm,j) tzl Szl Vn tzl VOm.jj VOm.jj

d. h. die Diagonalelemente von (6.4) konvergieren fiir n — oo gegen eine \*-
verteilte Zufallsvariable und nicht gegen eine Konstante! Dies lasst sich auch fiir

alle Nicht-Diagonalelemente zeigen.
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e Annahme (6.13b) setzt voraus, dass Annahme (6.13a)

1
¥ = plim—W! QW

n—oo T

~ lim LB (W Q)W)

n—oo 11

t=1 s=1
1 n n
= lim = > > E (w W/ W,) (6.43)
n—o0o N
t=1 s=1
erfullt ist. Welche zusatzlichen Annahmen sind hierfiir erforderlich?

Aufgrund von Voraussetzung (6.1a) E(uw|W;) = 0 gilt E (wu,W]/W,) =
Cov(u; Wy, usWy) und somit

Yo, = ?}1_{1;10 - Z Z Cov(u; Wy, usWy). (6.44)

t=1 s=1

Es ist hilfreich, diese Doppelsumme mit alternativer Indexierung zu schreiben.



Fortgeschrittene Okonometrie — 6.5. HAC-Kovarianzschitzer — U Regensburg — 30.04.2022 — 272

Es bezeichne a;s = Cov(u; Wy, usWy). Die Doppelsumme (6.44) entspricht der
Aufsummierung aller Terme in der quadratischen Tabelle

Index t/Index s | 1 | 2 |...| t |...| n
1 ajr |la2 | ... Qe | ... | Q1p
2 Ao1 | Q22 | ... | Q9¢ | ... | Q2p
t Al | A2 | oo | Q| oo | Ay
n Apl1 | Ap2 | - .. | Qps | - - - | App
1 n o n
S = lim = Y Cov(u; Wy, u,W,) (6.45a)
n—o0 M,
t=1 s=1
RN
= Jim {E;Var(utwt) (6.45h)
n—1 1 n
+ Z E Z Cov(utWt, ’U,t_th_j) (6450)
j=1 t=j+1
—1 1 n
+ | Z ﬁ Z C’ov(quWHj,utWt) . (645d)

j=—(n-1) t=—j+1
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Bemerkungen:

— Teile der schwarzen, blauen und roten Summe kénnen als (Auto)kovarianzmatrizen
interpretiert werden, da sie (beinahe) Durchschnitten von (Auto)kovarianzmatrizen
fir Lag j entsprechen ( , , Equation (9.34))

(% Z?zl Va’r(utWt) falls j =0,
L(7) = 4 %Z?:j-H Cov(u; Wy, ur—iWy_j) falls 3 > 0, (6.46)
\% Z?:_jﬂ COU<Ut+th+j, wyWy)  falls j < 0.

Da auBerdem I'(j) = I'(—j)! gilt, erhilt man

n—1 n—1
j=—(n— j=

(6.47)

Offensichtlich kann 3;, nur existieren, wenn die Autokovarianzmatrizen I',,(7)
fiir 7 — oo gegen eine Nullmatrix gehen!
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— Beispiele:

x Fehler u; ~ ITD(0,0%) und Instrumente W, ~ I1D(uw, Xw): Dann gilt

E(W/W,) = Sw + pwity (6.484)
1 n
I',(0) = o Z o’ (ZW + MWHTW> =0’ (ZW + MWHTW)

t=1

(6.48h)

RIS |
o)== 0 (Sw+pwhw) =0, j>0 (640

t=j+1
r,(j)=0, j<0 (6.43d)
5= lim T,(0) = 0* (Sw + pwhtw) (6.48e)

n—oo
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x Fehler sind unkorreliert und deren Varianzen hiangen ausschlieB3-
lich von der Zeit ab, d. h. Var(u;) = wy(t) und Instrumente wie oben:
Dann gilt

1 n
= (Sw + pwitiy) - > wilt) (6.49a)
t=1

I',(j) und I',,(j) wie oben und somit

n—oo

1 n
Yn = lim T (0) = (Sw + pwitw) lim EE ‘wy(t).  (6.49b)
t=1

Damit I',,(7) existiert, diirfen also die Varianzen w;;(t) weder gegen Unend-
lich noch gegen Null gehen:

RS
0 < nlggo - ;wtt(t) < 00. (6.49¢)
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+ Konstante Fehlerkovarianz w;; = w, Instrumente W, ~ I1D(puw, Xw)
und unabhangig von allen u;: Dann gilt

1

L) ==Y w(Sw+ uwew) =w (Sw + pwieyy) ,  J #0.

n
t=1

n

Dann gilt fiir die blaue und rote Summe in (6.45)

—_

n_
n—oo

L,(j) =nw(Sw + pwhtw) — o0

(]

1

<.
I

n—oo

2(j) = nw (Sw + pwhy) — o0,

™ML

p—t

<
|
|
3

so dass X5, nicht existieren kann.
=- Autokovarianzen miissen mit j — oo gegen Null gehen, damit
> existieren kann.
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+ Fehler u; folgen einem stationdaren AR(1)-Prozess und Instrumente

wie oben: w;s = oz’t_5|1fiz:
n—1 n—1 ' 0_2
j=1 j=1
0_2 , n—1
=T 3 (Sw + pw i) ZOJ‘?
=1
11—_aa”_1
n—00 0'2 «
_>> 1— o (ZW+[Lw[LTW> (1—0{) < OO

x Allgemeiner: Die Summen existieren, wenn die Autokovarianzmatrizen
Cov(uyWy,u—;Wi—;), Cov(upy Wiy, u,Wy) in (6.46) exponentiell
schnell fiir |j| — co gegen Null gehen.
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e Schitzung:
st eine Schatzung von (6.47)

1
¥ = plim —W! Q)W (6.50)
n—oo T
n—1 n—1
T N . NT
=lim » T(j)=lim (TO)+Y (TG+TET) |- (6.51)
j=—(n—1) g=1
und damit auch von %WTQOW durch
R n—I1 R R n—1 R R
5 = T(j) = T(0) + Y (TG) + T()) (6.52)
j=—(n-1) J=1

moglich, wobei die f‘(]) noch definiert werden miissen ?
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e Sind die Fehler unkorreliert und heteroskedastisch, muss wegen (6.49b)
ausschlieBlich T',,(0) geschatzt werden.

Wie l3sst sich T',,(0) schatzen?

— Wegen (6.46)

I, (0 Z Var(uWy) = Z E W;r Wt) :

t 1

erhilt man einen Schitzer fiir I',(0) durch Weglassen des Erwartungswertes
und Ersetzen von u; durch einen konsistenten Schatzer u;:

T,(0) Z WIW,
1 t;1 | o
= — Z wttW?Wt + E Z (ut — th) Wi Wi,
. t=1 N y
SH 0

wobei die plims unter geeigneten Annahmen folgen, u.a. z.B. (6.49¢).
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— Eine Schatzung von 4; kann mit dem verallgemeinerten 1V-Schatzer erfolgen,
der wegen

1

A=(W'W) " mit J=(W'W) W’'X

ein Spezialfall von (6.8) ist und keine Kenntnis von € erfordert.

e Autokorrelierte und heteroskedastische Fehler: Zusatzlich miissen I',,(j),
j # 0 geschatzt werden.

— Als Schatzer wird
~ ol
Fn(]) = ﬁtz;l utut_thWt_j
=j

verwendet.

— Der Schétzer f‘n(]) ist nicht fiir alle j konsistent, da z.B. fiir j = n — 2
unabhangig von n immer genau 2 Beobachtungen vorliegen. Deshalb kénnen
in (6.52) im zweiten Term nicht alle j beriicksichtigt werden. Stattdessen
beschrankt man die Aufsummierung auf p << n Terme.
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— Alle konsistenten Schatzer von 37, werden als HAC-Schétzer (heteroscedasticity
and autocorrelation consistent) bezeichnet.

HAC-Schatzer:

*+ Hansen-White-Schatzer
S = T(0) Z ( T) (6.53)

Der Lagparameter p sollte mit n'/* wachsen.

Nachteil: In endlichen Stichproben ist Schatzer nicht immer positiv semi-
definit

* Newey-West-Schatzer

Der Lagparameter p sollte mit n'/? wachsen.
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* Weitere HAC-Schétzer finden sich in ( , Section 6.6) oder in
dem Referenzartikel (1991).

* Es gibt keine vollstandig automatische Wahlprozedur fiir die Lagparameter
.

e Man erhdlt den anwendbaren effizienten GMM-Schatzer (feasible effi-
cient GMM estimator)

A o~ —1 o~
Bravu = (X'WS 1WTX) XTWS Wy (6.55)
A —1 -1 . -1
— (XTW (Wraw) WTX) X'W (WIQW) Wy
(6.56)

wobei in der zweiten Zeile die Notation von ( . S.
357) verwendet wurde X = :W QW
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6.6. Tests auf Basis der GMM-Zielfunktion

In diesem Abschnitt:
1. Testen der iiberidentifizierenden Restriktionen
2. Testen linearer Restriktionen
im linearen Modell (1.2)
yr = X8 + uy.

Die asymptotischen Ergebnisse dieses Abschnitts gelten unabhingig davon, ob W/ QW
bekannt ist oder mittels eines HAC-Schatzers geschatzt wurde.

(a) Testen der iiberidentifizierenden Restriktionen

e Zur Erinnerung: Der effiziente GMM-Schitzer (6.19) verwendet de facto k
effektive Instrumente, die als Linearkombination WJ = W (WTQW)_1 WX
aus den [ Instrumenten W bestimmt werden. Ist mindestens eines der [ > k
Instrumente unzul3ssig, ist der effiziente GMM-Schéatzer inkonsistent, da (6.1a)
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verletzt wird.

e Umschreiben der GMM criterion function (6.18)
Q(B,y) = (y — XB)W (WTQW) Wy - Xg)
mit (6.23) und A = ¥ 'W liefert

QB,y) = (y - X3 0¥ 'W (WT (®7)" 1\P1W)1WT (") w7 (y — XB)

=(y—XB)'PA (A"A) "ATE (y — XB)
= (y - XB)"¥P, ¥ (y — X}3)
= [(y = XB)"UP,] [Pa¥"(y — X3)] (6.57)

Q<1
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e Ware der korrekte Parametervektor 3 = (3, bekannt (so dass 3 nicht
geschatzt werden miisste), kénnte man 3, direkt in Q(3, y) einsetzen und erhielte
mitu=y — X3,

Q(By,y) =u"W (W'QW) ' W'u
= u! OP, P u
— (u") Pau’ (6.58)

— Interpretation von Q(3,,y):
1
~W'u (6.59)
n

ist ein Schatzer der theoretischen Momente E (W ;) in (6.3). Ist Instrument
4 nicht zuldssig und damit (6.1a) nicht erfiillt, gilt

| I
?}LI{)IOE (n;Wtjut> =a; # 0.
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Wird Annahme (6.13b) entsprechend modifiziert, gelten

1
“Wu—a-50
n
1 1
ﬁ(—WTu—a) = —Wlu—vna-5 we ~N(0,5,,).
n Vn

Damit lasst sich %WTU approximativ schreiben als
%WTu ~ Woo + v/na.
Einsetzen in Q(8,,y) ergibt
1 7 L o T
QBy,y) = %u \%Y% (EW QW) %W u
L (Woo + Va)' B! (Woo + v/n2)

a

L wl Y lwo +2vnal B olwe +na’ S la N 0o, (6.60)

* Ist also mindestens ein Instrument nicht zuldssig, geht der Term
n?a’a und damit Q(83,,y) gegen unendlich

Q(BO? Y> TH_O}O Q.
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+ Sind alle [ Instrumente zuldssig, ist a = 0. Dann gilt (siehe (6.61))
d
Q(Bo,y) — X*(1).

— Damit wiirde sich Q(3,, y) als Teststatistik eignen, wenn 3 bekannt wére. Der
Parametervektor 3, lasst sich jedoch mit 3., schatzen. Allerdings andern
sich dadurch die Freiheitsgrade der asymptotischen x*-Verteilung, siehe (6.67).

— Asymptotische Verteilung von Q)(3,,y) unter der Nullhypothese
“Alle [ Instrumente sind zulassig”:
Wenn auBBerdem Annahme (6.13b) gilt, folgt aufgrund des Continuous

Mapping Theorems und den Eigenschaften der y-Quadratverteilung
Q(Byy) = (W) Pau* = (u)" A (ATA) ' ATw*
1 1 —1
n n

SN w3 twoo ~ (1) (6.61)
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e 3 ist unbekannt und wird mit BGMM geschatzt:

— Entsprechend zu Q(3,y) lasst sich der effiziente GMM-Schatzer (6.19)

umschreiben zu
Beor = (XTWPAU"X) " XTWUP, "y
—1
— (X7)"PsX") (X)) Pay”

— Der effiziente GMM-Schatzer entspricht einem verallgemeinerten [V-Schatzer
(5.24) fiir das transformierte Modell (6.24b)

mit den [ Instrumenten A = ¥ 'W, die im allgemeinen jedoch nicht X*
entsprechen und deshalb nicht optimal sind, vgl. (6.27).

— Damit entspricht der effiziente GMM-Schatzer der KQ-Schatzung von
y"  =PAX'B+¢&" (6.62)

< 2. Stufe des 2-stufigen KQ-Schatzers < verallgemeinerter 1V-Schatzer
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e Eine Voraussetzung fiir die Giiltigkeit der Instrumente ist, dass die extra Regresso-
ren im linearen Modell (6.62) nicht als Regressoren auftauchen. Genau dies kann
mit Q(Bcasa,Y) getestet werden, wie im folgenden gezeigt wird:

— Pp,x+ und Mp, x+ sind komplementare Projektionen (Methoden der Okono-
metrie, Abschnitt 7.1 Die Geometrie des KQ-Schatzers), da

I= PPAX* -+ MPAX*- (663)

Der Unterraum §(A) lasst sich deshalb in zwei orthogonale Unterrdume auf-
spalten: den k-dimensionalen Unterraum der k effektiven Instrumente Pp, x+ A
und den [ — k-dimensionalen Unterraum der extra Instrumente Mp, x+ A

5<A> =X (PPAx*A, MPAX*A> . (664)

— Es bezeichne A, eine Matrix von [ — k extra Instrumenten, fir die A, €
) (MPAX*A) gilt. Beeinflussen diese die zweite Stufe (6.62), gilt

y' =PaAX"B+A~y+E, (6.65)

wobei der Parametervektor <y nicht Null ist. Da fiir die erste Regressormatrix
in (6.65) PAX* € ¢ (Pp,x+) gilt, ldsst sich (6.65) und damit das Modell
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auch als
schreiben.

— Hypothesen

Hy : | — k extra Instrumente sind zulassig < ~ =0

H; : mindestens eins der [ — k extra Instrumente ist unzuldssig < ~ # 0.

— Teststatistik:
Die Nullhypothese kann mit Hilfe einer F-Statistik fiir die Regressionen der 2.
Stufe getestet werden:

SSRy— SSR
(1= k)F = === = (y) Mp,xy" — (v7) May’

= (y")" (Pa —Pp,x:) ¥ = QBcruy)

wobei das letzte Gleichheitszeichen im folgenden gezeigt wird:
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* Wird Baaas in Q(B,y) (6.57) eingesetzt, erhilt man
T A * * /7
PAW (y — XBGMM)] = [PA(Y - X BGMM)}

—1
_ PAy* . PAX* ((X*)T PAX*) (X*)T PA y>|<

-~
EPPAX*

= (Po —Pp,x) y".
* Da Po — Pp,x+ idempotent und symmetrisch ist, erhalt man

Q(BGMMa y) = (y*)T (PA - PPAX*) y (6.66)

was zu zeigen war.



Fortgeschrittene Okonometrie — 6.6. Tests auf Basis der GMM-Zielfunktion — U Regensburg — 30.04.2022 — 292

— Asymptotische Verteilung
x Unter Hy gilt y* = X*3 4+ u*, so dass
(Pa—Pp,x) y* = \(PA — Pp,x) X" By + (Pa — Pp,x+) U’
=0
QB y) =) (Pa—Pp,x:)y" = () (Pa —Pp,x:) U
* Multiplizieren von (6.63) mit P ergibt
Pa =Pp,x+ + Mp,xPa,
so dass die Projektionsmatrix
Mp,x:PA = Pa — Pp,x+

gerade in den Unterraum der extra [ — k Instrumente projiziert. In Analogie
zu (6.61)

Q(BGMM» y) = <U*>T (PA — PPAX*> u”
= <U*)T Mp, x:Pau’ SN x2(l — k) (6.67)

— Die Teststatistik Q(BGMM, y) wird als Hansen’s overidentification stati-
stic, Hansen’s J statistic oder als Hansen-Sargan statistic bezeichnet.
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— Interpretation:
Vgl. (6.59). Muss 3 geschatzt werden, kann nur die Giiltigkeit der extra [ — k
Instrumente iiberpriift werden, da

]‘ *
_MPAX*PAU
n

in (6.67) gerade die [—k theoretischen Momente E ((Mp,x-Pa), u;) iiberpriift.

Ursache: Durch Schatzung von 3 gehen k Freiheitsgrade verloren.

— Beachte:
Wird H abgelehnt, kann das daran liegen, dass

x die Uberidentifizierenden Instrumente nicht zuldssig sind,
* das lineare Modell (6.24b) nicht korrekt spezifiziert ist,
x der HAC-Schatzer nicht gut gewahlt ist,

x die asymptotische Verteilung nicht gut approximiert.

(b) Testen linearer Restriktionen und von Nullrestriktionen
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Gegeben sei wieder das lineare Modell (1.2)

y=X8+u
= X108+ Xo0; +u
y' =XiB, + X368, + u’
mit Instrumentenmatrix W bzw. A, die die Annahmen (6.1) erfiillt. Dabei weisen
X1 und X5 jeweils k1 und ko Spalten auf, wobei k1 + ko = £.

e Hypothesen
Hy:B,=0 wversus H;:0B35#0

e Teststatistik: Die Nullhypothese kann wieder mit einer F-Statistik getestet wer-
den:

SSRy— SSRy
1

ko =
Dabei ist SSR; wegen (6.66) durch
SSRi = Q(Ben,y) = () (Pa—Pp,x)y’

gegeben.
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Entsprechend l3sst sich SS Ry durch
SSRy = QB cann,y) = (¥)' (Pa—Pp,x:) v

Einsetzen in die obige Teststatistik ergibt

SSRy— SSR . .
& 1 L = Q(/Bl,GMMa Y> - Q(BGMMa Y>
= (y")' (Ppyx: — Pp,x:) ¥y"

e Asymptotische Verteilung:

Mit den oben dargestellten Uberlegungen lisst sich zeigen, dass unter H,
: . d
Q(IBLGMM7 y) o Q(/BGMMJ Y> — X2<k2>
e Beachte:

— Die Teststatistik setzt voraus, dass die gleiche Instrumentenmatrix W unter
Hy und H; verwendet wird.

— Es wird die gleiche HAC-Schitzung fiir W/ QW verwendet.

— Es wird der effiziente GMM-Schatzer oder der anwendbare effiziente GMM-
Schatzer verwendet.
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A. Mehr zu Wahrscheinlichkeitstheorie

A.l. LP-Raum und LP-Norm

e Ein Wahrscheinlichkeitsraum (€2, F, P), siehe Eine kurze Einf. in die W'theorie
besteht aus einer Ergebnismenge (2, einer o-Algebra F und einer Wahrscheinlich-

keitsverteilung P.

e Um unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsverteilungen zu klassifizieren, wird haufig
untersucht, ob fiir die Zufallsvariable X das Moment p-ter Ordnung E(|X|?)
existiert, d. h. ob gilt ( , , Section 9.1, S. 132):

E(|X]") < oo (A.1)

Je groBer das maximale p ist, bei dem (A.1) noch erfilllt ist, desto weniger dick


http://www.wiwi.uni-regensburg.de/tschernig/Veranstaltungen/Einf_Wahrscheinlichkeitstheorie.pdf
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sind die Flanken einer Verteilung. (Vgl. t-Verteilung mit m Freiheitsgraden und
Normalverteilung.)

e Gilt (A.1), sagt man, dass X zu einem LY-Raum (genauer LP(Q2, F, P)) gehort,
kurz

X el?,
Eine Norm (vgl. Methoden der Okonometrie, Abschnitt 1.3 Euklidischer
Raum) fiir LP-Raume ist durch die LP-Norm

_ 1

1X |, = (B(IX]7) (A2)
gegeben.
e .>-Raum:
X € L? ist gleichbedeutend damit, dass Var(X) < oo, also die Varianz von X
existiert. Das innere Produkt eines L*-Raums ist durch
<X,Y >=E(XY), X,YelL?

gegeben ( , , Example 2.2.2). Zum inneren Produkt siehe
Methoden der ﬁkonometrie, Abschnitt 1.5 Weitere Operationen mit Matri-
zen.
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e Beispiel: Fiir eine normalverteilte Zufallsvariable X ~ N(u, 0?) gilt ( ,
, 9.7 Example, p. 131)

kl\oF

B [(X - ] = { PPy B (A3)
0 k ungerade.
e Mehr zu LP-Riumen in Wikipedia unter Lp-Raum. Beachte, ( ,

Section 9.1) schreibt L, anstelle von L?.

A.2. Konvergenz von Folgen von Zufallsvariablen

e Vgl. Methoden der Okonometrie, Kapitel 3.

e Konvergenz in der L”-Norm
Fiir eine Folge von Zufallsvariablen X,,, n =1,2,..., gelte fiir ein p > 0:

[ Xl < 00,
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Wenn fiir die (nicht-stochastische) Folge ||.X,, — X||,,n = 1,2, ..., gilt, dass
lim [|X, — X||, =0, (A.4)
n—oo

dann konvergiert {X,,} in der LP-Norm gegen die (Zufalls)variable X, kurz (L?
Konvergenz)

X, 2 x.

Vgl. (1994, Section 18.4).

e Konvergenz im quadratischen Mittel
Ist p = 2, spricht man auch von Konvergenz im quadratischen Mittel, da genau
dann die Varianz von X,, — X fiir n — oo gegen 0 geht.

e Eigenschaften

—0<qg<p: LP-Konvergenz = L%-Konvergenz
( , , Section 18.4).

—p>0: LP-Konvergenz = Konvergenz in Wahrscheinlichkeit

folgt mit Hilfe von Markov-Ungleichung ( , ~Section 18.4, Theo-

rem 18.13).
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— Fiir die Umkehrung siehe ( , Section 18.4, Theorem 18.14).

o Ist der Grenzwert X unbekannt, lasst sich die Konvergenz in einer Norm || - ||
trotzdem iberpriifen. Gilt fiir eine Folge z,,n = 1,2, ..., dass

|z, — || — 0, fiir m,n — oo, (A.5)

dann konvergiert die Folge {x,, }. Die Folge wird dann als Cauchy-Folge bezeich-
net (
fiir jedes € > 0 eine positive ganze Zahl N(¢) existiert, so dass ||z, — .|| < €
fir alle n,m > N(e).

, , Definition 2.2.1). Die Konvergenz erfordert, dass

e Beispiel: Es gelte u; ~ NI1D(0,1) und

n

Sn = Z a;u;.

i=1
Dann gilt auf Basis der L>-Norm
1S — Sull? = Z a?, m > n. (A.6)
1=n-+1
Existiert fiir jedes ¢ > 0 ein N(e) > 0, so dass > " a7 < € firm > n >

N(e), dann konvergiert S,, gegen eine Zufallsvariable S. D. h. S, konvergiert
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im quadratischen Mittel, wenn >"°° a? < oo. Die Umkehrung gilt auch, siehe

Brockwell und Davis (1991, Example 2.2.4).
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A.3. Wahrscheinlichkeitsungleichungen

e Markov-Ungleichung
Fiire >0 und p > 0 und u = E(X)

ElX — ulP
P(X ~ > < DX
ep
Fiir einen Beweis siehe ( , Section 9.3, Theorem 9.9).
e Tschebyscheff-Ungleichung
Markov-Ungleichung fiir p = 2.
e Hoélder-Ungleichung ( , , Equation (B.5.13)):
Fiir
1 1
“p-=1
P q
gilt

E(XY|) < [IX|[,1IY]l, = (BE(XP)Y? (B (|[Y]9)""
Beweis: siehe (2002, Section 4.7.1)

(A7)

(A.8)

(A.9)
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e Anwendung der Holder-Ungleichung ( , , Equation (B.5.14)):
Fiir beliebige Paare reeller Zahlen (a;,b;), 7=1,...,nund 1/p+1/q =1 gilt:
, , U s 1/q
> abi| < [ D layl > Ibyl (A.10)
j=1 j=1 j=1
e Cauchy-Schwarz-Ungleichung ( , , Equation (B.5.10)):
Holder-Ungleichung fiir p = g = 2:
1/2 1/2
E(XY) <|IX| Y]l = (E (X)) (E(YT)) (A.11)
e Ljapunow-Ungleichung (Ljapunow inequality) ( , , Equation
(B.4.16)):
X, < 1[XTlg, fiir0<p<gq (A.12)
Beweis: mit Holder-Ungleichung, siehe ( , Section 4.7.1).
e Minkowski-Ungleichung ( , , Equation (B.4.17)):

X+ Y, < [1XT] + Y] (A.13)
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Beweis siehe ( , Section 4.7.1).
Endliches oder unendliches lterieren ergibt ( , , Equation (B.4.19)):

> Xl <D Xl (A.14)
1=1 P 1=1

e Dreiecksungleichung:
Minkowski-Ungleichung fiir p = 1.

e Jensen-Ungleichung
Es sei g(-) eine konvexe Funktion und sowohl X als auch g(X) integrierbar
beziiglich der zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeitsfunktion. Dann gilt

Elg(X)] > g(E(X)). (A.15)
Fiir eine konkave Funktion gilt die Umkehrung ( , - Section 9.3,
Theorem 9.12). Beweis siehe ( , Section 4.7.2)
e Modulus-Ungleichung ( , , Equation (B.4.21)):
ergibt sich durch Jensen-Ungleichung, da | - | eine konvexe Funktion ist:

E([X]) = |E(X)] (A.16)
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